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Sazˇetak
U ovom radu razmatra se odredivanje vlastitih stanja Hamiltonijana i kvantna di-
namika u viˇsecˇesticˇnim sistemima na primjeru Bose-Hubbardovog modela. Proucˇavaju
se metode generiranja baze prostora stanja sistema te izracˇuna matrice Hamiltoni-
jana u odabranim reprezentacijama. Nakon potpune specifikacije sistema odreduje
se energijski spektar i svojstvena stanja. Koriˇstenjem pogodnih tehnika obavlja se
povezivanje indeksa vektora stanja i kvantnih brojeva radi ucˇinkovitoga pristupanja
i manipuliranja. Ove tehnike su posebno pogodne pri odredivanju fizicˇkih velicˇina
te simuliranju dinamike u kvantnim medudjelujuc´im sistemima. Nadalje, promatra
se ponasˇanje karakteristicˇnih velicˇina poput energijskih procjepa, pobudenja ovak-
vog sistema u ovisnosti o parametrima Hamiltonijana, ocˇekivane raspodjele cˇestica i
drugih velicˇina. U radu je dan i pregled formalizma druge kvantizacije te izvod Bose-
Hubbardovog modela u tom formalizmu. Isto tako, promatra se i granica beskonacˇno
jakih odbojnih interakcija izmedu bozona kada sustav pokazuje odredene slicˇnosti sa
sustavom neinteragirajuc´ih fermiona te se radi mapiranje jednog sustava na drugi.
Na kraju se promatra vremenska evolucija sustava bozona u opticˇkoj resˇetci u prisus-
tvu vanjskog potencijala za slucˇaj stalnog i vremenski promjenljivog potencijala.
Kljucˇne rijecˇi: Bose-Hubbardov model, opticˇka resˇetka, ultrahladni kvantni plin,
druga kvantizacija, hardcore bozoni, Hamiltonijan, egzaktna dijagonalizacija
The Bose-Hubbard model as an example of
diagonalization techniques in many body
systems
Abstract
This thesis deals with the determination of the eigenstates of the Hamiltonian and
quantum dynamics in many-body interacting systems. As an example, the Bose-
Hubbard model is used. Methods of generating the basis of system state space and
calculation of Hamiltonian matrix in selected representations are studied. After the
complete specification of the system, the energy spectrum and the eigenstates are de-
termined. By using the appropriate techniques, the mapping of the vector index and
quantum numbers is established for efficient access and manipulation for physical qu-
antities evaluations and simulating dynamics in quantum interacting systems. Furt-
hermore, the expected distribution of particles and momenta are examined, studying
the behaviour of characteristic quantities such as energy gaps, the excitation spectra
of such a system as a function of the Hamiltonian parameters is determined for a
couple of cases. An overview of the formalism of second quantization is given in the
paper as well as the derivation of the Bose-Hubbard model in this formalism. Also,
the limit of infinitely strong repulsive interactions between the bosons is investigated
when the system shows certain similarities with the system of non-interacting fermi-
ons onto which it is mapped. In the end, the time evolution of the system of bosons
in an optical lattice is investigated in the presence of an external potential in the case
of a constant and a time-varying potential.
Keywords: Bose-Hubbard model, optical lattice, ultracold quantum gas, second qu-
antization, hardcore bosons, Hamiltonian, exact diagonalization
Sadrzˇaj
1 Uvod 1
2 Ultrahladni kvantni plin u opticˇkoj resˇetci 4
2.1 Plin atoma u opticˇkim resˇetkama . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2.2 Cˇestica u opticˇkoj resˇetci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
3 Visˇecˇesticˇni kvantnomehanicˇki formalizam 15
3.1 Uvod u drugu kvantizaciju . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
3.2 Bose-Hubbardov model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
3.3 Gutzwillerova valna funkcija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
3.4 Harmonicˇka aproksimacija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
3.5 Parametar preskakanja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
3.6 Bogoljubovljeva aproksimacija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
3.7 Gross-Pitaevskii jednadzˇba . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
3.8 Hardcore bozoni . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
4 Numericˇko rjesˇavanje Bose-Hubbardovog modela 53
4.1 Egzaktna dijagonalizacija modela . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
4.2 Primjer za nekoliko vrijednosti M i N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
4.3 Potencijal s dvostrukom jamom . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
4.4 Vremenski promjenjivi potencijal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
5 Zakljucˇak 77
Dodaci 79
A Ocˇuvanje kvazi kolicˇine
gibanja u Bose-Hubbardovom modelu 79
B Schro¨dingerova jednadzˇba s
vremenski ovisnim potencijalom 81
Literatura 84
1 Uvod
Jedan od problema i klasicˇne i kvantne fizike je nacˇin kako tretirati viˇsecˇesticˇne
medudjelujuc´e sustave. U tu svrhu razvijene su razne tehnike za opis takvih sustava
ovisno o problemu koji se promatra. U ovom radu razmatra se nekoliko takvih me-
toda s pomoc´u opc´enitog Bose-Hubbardovog (BH) modela, u ovom slucˇaju sustava
bozona spina 0 u opticˇkoj resˇetci (OR). Ovakav sistem opisuje fiziku medudjelujuc´ih
cˇestica u periodicˇnom vanjskom potencijalu. Cˇestice se u takvom pojednostavljenom
sustavu mogu nalaziti na diskretnim mjestima (cˇvorovima) resˇetke te medu njima
postoji medudjelovanje kao i moguc´nost tuneliranja izmedu cˇvorova [5]. U ovom
slucˇaju moguc´e je promatrati sustav tako da se vodi evidencija o broju cˇestica na
pojedinom cˇvoru te iz ovakva opisa izgraditi prostor stanja, u tzv. Fockovoj bazi. Iz
toga je dalje moguc´e odrediti Hamiltonijan sustava i provesti odredivanje vlastitih
vektora te promatrati odredene fizicˇke velicˇine od interesa kao i dinamiku sustava
za pojedine situacije. Kod konstrukcije Hamiltonijana potrebno je voditi racˇuna o
ispravnom obiljezˇavanju (povezivanju indeksa vektora s kvantnim brojevima) i razli-
kovanju vektora baze. Dobro poznato obiljezˇje kvantnih sustava je da sa povec´anjem
broja cˇestica eksponencijalno raste i dimenzija prostora stanja tako da se javlja pro-
blem sa zahtjevima za potrebno vrijeme i racˇunalnu memoriju. Dimenzija baze BH
sustava D se mozˇe egzaktno kombinatoricˇki odrediti [23]. Pristup u kojem se ko-
risti potpuni Hamiltonijan i na osnovi njega odreduju vlastita stanja se naziva eg-
zaktna dijagonalizacija i predstavlja ”cˇist” i izravan pristup fizicˇkim problemima te
ne ukljucˇuje nikakve dodatne aproksimacije sˇto ju cˇini maksimalno preciznom unu-
tar okvira modela koji se promatra [23]. Treba rec´i da je Bose-Hubbardov model
moguc´e prosˇiriti na cˇestice sa spinom razlicˇitim od 0 te da je osim bozona moguc´e
promatrati i fermione u opticˇkoj resˇetci kada se model naziva Fermi-Hubbardovim.
U pododjeljku 3.1 na stranici 15 dan je pregled formalizma druge kvantizacije
koja predstavlja efikasan nacˇin za racˇunanje kod viˇsecˇesticˇnih problema. Schro¨din-
gerova jednadzˇba za sustav viˇse interagirajuc´ih cˇestica je najcˇesˇc´e nerjesˇiva ili su nje-
zina direktna rjesˇenja neprakticˇna za koriˇstenje pa se u drugoj kvantizaciji umjesto
trazˇenja valne funkcije sustava naglasak stavlja na jednocˇesticˇna stanja i njihova
zauzec´a [9]. Taj formalizam se zatim primjenjuje na BH model cˇime se dobiva
trazˇeni Hamiltonijan u drugoj kvantizaciji. U ovom tekstu se zadrzˇava na pretpos-
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tavci da cˇestice zauzimaju samo najnizˇu energijsku vrpcu, da je tuneliranje moguc´e
samo izmedu susjednih cˇvorova te da samo cˇestice koje se nalaze na istom cˇvoru
medudjeluju.
U poglavlju 2 ukratko su opisane opticˇke resˇetke; kako se eksperimentalno os-
tvaruju, neke njihove znacˇajke i upotreba, posebno u kontekstu BH modela. Opticˇke
resˇetke su nam posebno privlacˇan sistem za proucˇavanje medudjelujuc´ih viˇsecˇesticˇnih
sistema koji su srediˇsnja tema u mnogim granama, a posebno fizici kondenzirane
tvari jer imaju niz prednosti koje pregledno donosimo u sljedec´em usporednom pri-
kazu nekih obiljezˇja:
Opticˇka resˇetka Kristal u cˇvrstom stanju
potpuna kontrola, bez defekata i/ili
nezˇeljenih vibracija
iznimno slozˇen okoliˇs kondenzirane
tvari
resˇetka na skali mikrometara resˇetka na skali A˚ngstro¨ma
zatocˇeni atomi 10-100 amu masa elektrona amu/1900
temperatura nK temperatura 100 K i viˇse
Atome u opticˇkoj resˇetci mozˇemo upotrijebiti kao kvantni sustav koji posjeduje niz
vazˇnih obiljezˇja elektrona u kristalnoj resˇetci uz znatno pristupacˇnije mjerenje kljucˇnih
fizicˇkih velicˇina poput magnetskih i elektricˇnih polja.
Bose-Einsteinov kondenzat (BEC) je prvi put eksperimentalno postignut 1995.
godine [22], a teorijski je predviden josˇ dvadesetih godina prosˇlog stoljec´a. Uvjet
za realizaciju BEC-a je da je de Broglieva valna duljina bozonskih cˇestica uspore-
diva s prosjecˇnom meducˇesticˇnom udaljenosˇc´u u sustavu, sˇto se postizˇe u rijetkim,
slabo interagirajuc´im i jako ohladenim (ultrahladnim) plinovima na temperaturama
blizu apsolutne nule [12, 22]. Tada gotovo sve cˇestice plina zauzimaju isto, najnizˇe
energijsko stanje tvorec´i potpuno koherentan val materije sˇto se mozˇe detektirati u
eksperimentu. Hladenje cˇestica na temperature blizu apsolutne nule je neizbjezˇno
jer je tada opis i manipulacija sustava cˇestica u opticˇkoj resˇetci u kvantnom rezˇimu.
Jedna od namjera u istrazˇivanjima je koristiti opticˇke resˇetke kao kvantne simulatore,
odnosno u relativno dobro kontroliranim i teorijski poznatim sustavima ultrahladnih
atoma u opticˇkim resˇetkama isprobavati teorije iz fizike cˇvrstog stanja [5, 10]. U
Poglavlju 3 je takoder prikazan pristup preko teorije srednjeg polja gdje se uvodi
parametar uredenja sustava [13, 14], zatim Gross-Pitaevskii jednadzˇba koja dobro
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opisuje ponasˇanje BEC-a [7] te Bogoljubovljeva aproksimacija za mala pobudenja od
osnovnog stanja sustava [9].
U potpoglavlju 3.8 opisan je rezˇim Tonks-Girardeauovog plina, odnosno plina bo-
zona vrlo jakih odbojnih interakcija (kontaktnih) kada se na jednom cˇvoru opticˇke
resˇetke mozˇe nalaziti najviˇse jedna cˇestica [18, 5]. Takav plin dijeli mnosˇtvo slicˇnih
znacˇajki s plinom neinteragirajuc´ih fermiona te je moguc´e napraviti mapiranje jed-
nog sustava na drugi pomoc´u Jordan-Wignerove transformacije [18]. Promatraju se
velicˇine kao sˇto su raspodjela gustoc´e cˇestica, raspodjela kolicˇine gibanja i zauzec´e
prirodnih orbitala te njihova evolucija u vremenu.
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2 Ultrahladni kvantni plin u opticˇkoj resˇetci
2.1 Plin atoma u opticˇkim resˇetkama
Opticˇka resˇetka nastaje interferencijom laserskih zraka koje se propagiraju u suprot-
nim smjerovima cˇime nastaje potencijal koji mozˇe zarobiti atome [5]. Interakcijom s
elektricˇnim poljem lasera u neutralnom atomu se inducira dipolni moment koji zatim
medudjeluje s elektricˇnim poljem prema izrazu:
V (~r) = −~p ~E (~r) ∝ α (ωL)
∣∣∣ ~E (~r)∣∣∣2
gdje je ~p dipolni moment atoma, ~E (~r) elektricˇno polje lasera, α (ωL) polarizabilnost
atoma, a ωL frekvencija titranja elektricˇnog polja [5]. Interferencijom laserskih zraka
nastaje opticˇki stojni val koji predstavlja periodicˇni potencijal koji potom mozˇe za-
robiti atome. Kombiniranjem viˇse laserskih zraka moguc´e je stvoriti 1D, 2D ili 3D
periodicˇne potencijale razlicˇitih geometrija ovisno o kutu izmedu zraka. Isto tako, u
eksperimentu je moguc´e mijenjati dubinu potencijala mijenjajuc´i intenzitet laserskih
zraka s obzirom da vrijedi I ∼
∣∣∣ ~E (~r)∣∣∣2. Frekvencija lasera se obicˇno namjesˇta daleko
od rezonantne frekvencije atoma kako ne bi dosˇlo do nezˇeljene apsorpcije i emisije
zracˇenja [5]. Jedan moguc´i oblik periodicˇnog potencijala koji se mozˇe generirati je:
Vlat (~x) =
3∑
i=1
V0,isin
2 (kLxi)
gdje su kL = 2pi/λL valni vektori lasera, a V0,i dubine potencijala za svaki od tri smjera
resˇetke te je rezultantna resˇetka u ovom slucˇaju kubicˇna. Resˇetke u 1D (koje se raz-
matraju u ovom radu) se dobivaju nametanjem jako dubokih (slika 2.1) potencijala
duzˇ dvije osi sˇto rezultira stvaranjem niza ”cijevi” u kojima je gibanje ogranicˇeno na
samo jednu dimenziju, odnosno kvantna pobudenja u ravnini sa dubokim potenci-
jalima su jako potisnuta. U posljednjem, slobodnom smjeru se zatim nametne plic´a
periodicˇka resˇetka duzˇ koje se promatra dinamika sustava [5]. U slucˇaju nametanja
dubokih potencijala u sva tri smjera (slika 2.2) dobiva se kubicˇna resˇetka, odnosno
kristal u kojem su cˇestice zarobljene na pojedinim cˇvorovima. Prije nametanja vanj-
skog periodicˇnog potencijala cˇestice se obicˇno prvo zarobe potencijalom klopke koji
se mozˇe aproksimirati harmonicˇkom funkcijom i koji ne varira previˇse od jednog
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cˇvora do drugog (slika 2.3). Potencijal klopke takoder treba uzeti u obzir kod analiza
rezultata eksperimenta jer je takav sustav nehomogen i mozˇe pokazivati drugacˇije
ponasˇanje od homogenog slucˇaja [5, 7]. Ovakav sustav mozˇe se eksperimentalno
realizirati i ostvariti razlicˇite prostorno vremenske konfiguracije iznimno precizno te
se mogu promatrati ravnotezˇni ili neravnotezˇni fenomeni.
(a) (b)
Slika 2.1: Nametanje dubokih potencijala duzˇ dvije osi (a) potiskuje pobudenja i
cˇesticama ostavlja moguc´nost gibanja u jednoj dimenziji (b).
(a) (b)
Slika 2.2: Nametanje dubokih potencijala duzˇ sve tri osi (a) zarobljava cˇestice na
njihovim lokacijama (b).
U jednom eksperimentu, primjerice, BEC je zarobljen u svega dvije potencijalne
jame izmedu kojih je postojala moguc´nost tuneliranja te je mjerena razlika populacija
i faza kondenzata u jamama za dva razlicˇita rezˇima. U prvom rezˇimu je pocˇetna
razlika populacija u jamama bila mala te je uocˇena oscilacija neravnotezˇe populacija
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izmedu dvije jame, dok je u drugom rezˇimu pocˇetna razlika populacija bila velika
te je ostala gotovo nepromijenjena s vremenom, a razlika faza φ izmedu kondenzata
se povec´avala linearno s vremenom zbog razlicˇitih kemijskih potencijala kondenzata,
φ = (µ1 − µ2)t/~ [5].
U drugom eksperimentu kondenzat je pusˇten da se propagira kroz opticˇku resˇetku.
Kolicˇina gibanja valnog paketa se mijenja te je uocˇen gubitak kondenziranih atoma
s njenim povec´anjem. Proces pocˇinje kada vrijednost kolicˇine gibanja q prelazi po-
lovicu vrijednosti vektora reciprocˇne resˇetke qB. To se mozˇe objasniti efektivnom
masom atoma koja postaje negativna za q > qB/2 i koja u kombinaciji s odbojnim
medudjelovanjem cˇestica uzrokuje da se sistem ponasˇa kao da je efektivna masa
(a) (b)
Slika 2.3: (a) periodicˇni potencijal opticˇke resˇetke koji zarobljava cˇestice na diskret-
nim cˇvorovima. Cˇestice medusobno medudjeluju te mogu tunelirati izmedu susjed-
nih cˇvorova. (b) cˇestice se u eksperimentu prvo zarobe potencijalom harmonicˇkog
tipa sˇto mijenja izgled ukupnog potencijala.
pozitivna, a medudjelovanje privlacˇno. Ekstremni slucˇaj u kojem se ovo javlja je
dvostruka jama. Ako u takvom sustavu dode do neravnotezˇe populacija cˇestica u
potencijalnim jamama, cˇestice c´e, zbog efektivno privlacˇnog medudjelovanja, tezˇiti
povec´anju te neravnotezˇe i prelaziti u jame s viˇse cˇestica. U resˇetci na isti nacˇin, zbog
dinamicˇke nestabilnosti, male se fluktuacije u gustoc´i povec´avaju sˇto uzrokuje raspad
kondenzata [5].
Sustav cˇestica zarobljenih u opticˇkoj resˇetci se u slucˇaju slabih interakcija mozˇe
dobro opisati Gross-Pitaevskii jednadzˇbom [22]. Medutim, kada jakost medudjelovanja
cˇestica postane dovoljno velika sistem je slozˇeniji za kvantitativni opis i u prelasku iz
jedne granice u drugu javljaju se fenomeni kao sˇto je fazni prijelaz superfluid-Mottov
izolator koji zahtijevaju drugacˇije pristupe problemu [5]. Jedan od istaknutih mo-
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dela koji se primjenjuju za opis sustava bozona u opticˇkoj resˇetci je BH model, koji
je tema ove teze, i u kojem je Hamiltonijan definiran operatorom [5, 20] u drugoj
kvantizaciji:
Hˆ = −
∑
<i,j>
Jij(a
†
iaj + a
†
jai) +
U
2
M∑
i=1
nˆi(nˆi − 1) (2.1)
gdje je prvi cˇlan kineticˇka energija i opisuje preskakanje cˇestica izmedu cˇvorova u
resˇetci, a a†(a) su operatori stvaranja (poniˇstenja) cˇestica [5, 23]. Parametri Jij opi-
suju vjerojatnost tuneliranja izmedu razlicˇitih parova cˇvorova u resˇetci, no, najcˇesˇc´e
je dovoljno zadrzˇati se na priblizˇenju prvih susjeda gdje se u sumi uzima u obzir samo
moguc´nost tuneliranja izmedu prvih susjeda (ima ih 2d za kubicˇne resˇetke, gdje je
d dimenzija prostora) i unutar iste, najnizˇe, energijske vrpce koju se pretpostavlja
da cˇestice zauzimaju te tada za sve parametre vrijedi Jij = J . Drugi cˇlan u Hamil-
tonijanu opisuje interakciju cˇestica sa parametrom jacˇine interakcije U , pri cˇemu su
uzete u obzir samo interakcije izmedu cˇestica na istom cˇvoru (i unutar iste vrpce) i
uracˇunati su svi parovi cˇestica na nekom cˇvoru. Operator nˆi = a
†
iai je operator broja
i on daje broj cˇestica na cˇvoru i [5, 23]. Hamiltonijan (2.1) opisuje mrezˇu cˇvorova
i cˇestica na njima i tako napisan obuhvac´a bilo koji broj dimenzija. Jedna od glav-
nih razlika izmedu jednodimenzionalnih i viˇsedimenzionalnih sustava je sˇto u 1D
sustavima se cˇestice ne mogu zaobic´i u slucˇaju kada primjerice putuju jedna prema
drugoj te tako vjerojatnije dolazi do njihove interakcije, sˇto u 2D i 3D sustavima nije
slucˇaj zbog cˇega 1D i viˇsedimenzionalni sustavi znaju pokazivati znatno drugacˇije
ponasˇanje. Sustav opisan Hamiltonijanom (2.1) u granici slabih interakcija naspram
kineticˇke energije U/J << 1 tvori Bose-Einsteinov kondenzat u kojemu su cˇestice
delokalizirane preko cˇitave resˇetke (prostorna delokalizacija) cˇime postaju lokalizi-
rane u impulsnom prostoru. U ovoj granici sustav se mozˇe opisati kao val materije i
broj atoma po cˇvoru slijedi Poissonovu distribuciju [5, 20]. U granici jakih interak-
cija U/J >> 1, sustav postaje Mottov izolator i cˇestice postaju vezane za pojedine
lokacije u resˇetci te im se broj po cˇvoru ne mijenja [5, 20]. U eksperimentima se
prijelaz iz superfluidnog stanja u Mottov izolator mozˇe postic´i mijenjanjem dubine
potencijalne resˇetke V0. S obzirom da je parametar preskakanja J puno osjetljiviji na
promjene dubine potencijala od parametra interakcije U , povec´anje primjerice du-
bine potencijala smanjuje vjerojatnost tuneliranja i povec´ava omjer U/J cˇime sustav
prelazi u fazu Mottovog izolatora [14, 5].
7
Za 1D sustav jako interagirajuc´ih bozona (HCB), kada za parametar interakcije
vrijedi U →∞, moguc´e je napraviti preslikavanje takvog sustava na sustav neintera-
girajuc´ih fermiona i tada za valne funkcije vrijedi:
ψB (x1, x2, ..., xN) = |ψF (x1, x2, ..., xN)|
odnosno bozonska valna funkcija u 1D je jednaka apsolutnoj vrijednosti fermionske
za jednak broj cˇestica [5, 18, 12, 19]. Ovo mapiranje bozonskog sustava na fer-
mionski vrijedi zato jer jako odbojno medudjelovanje kod bozona oponasˇa Paulijev
princip iskljucˇenja koji vrijedi za fermione zbog cˇega sustavi pokazuju slicˇnosti u di-
rektnom prostoru [5]. Svojstva kao sˇto su energija i gustoc´a cˇestica su u ovoj granici
identicˇne za bozone i fermione. S druge strane, raspodjela cˇestica po kolicˇini gibanja
te prirodne orbitale (svojstvena stanja jednocˇesticˇne matrice gustoc´e1, viˇse na stra-
nici 46 i izlaganju koje slijedi) su razlicˇite za dva slucˇaja [18]. U eksperimentima je
za omjer interakcijske i kineticˇke energije sustava γ = Eint/Ekin postignuto γ ≈ 200
i za takav sustav se mozˇe rec´i da zadovoljava preduvjete u kojima je mapiranje bo-
zonskog na fermionski sustav korektan opis problema. Takav rezˇim jakog odbojnog
medudjelovanja bozona se josˇ naziva i rezˇimom Tonks-Girardeauovog plina [5, 17].
U superfluidnom stanju, koje se postizˇe u granici U/J → 0, valna funkcija sistema
se mozˇe zapisati kao produkt lokalnih koherentnih stanja [14]:
|ψ(t = 0)〉 =
M∏
i=1
e−φ
2
i /2eφia
†
i |vac〉 =
M∏
i=1
e−φ
2
i /2
∞∑
n=0
φni√
n!
|ni〉 (2.2)
gdje se promatra sustav s M cˇvorova i N cˇestica, parametri φi opisuju lokalno kohe-
rentno stanje, |ni〉 su stanja odredenog broja cˇestica na cˇvoru i, a |vac〉 je vakuumsko
stanje. U eksperimentima se sustav mozˇe pripremiti u superfluidnom stanju nakon
cˇega se naglo povec´a dubina potencijalne resˇetke na iznos koji bi inacˇe odgovarao
fazi Mottovog izolatora. Evolucija sistema u vremenu se tada odvija samo s interak-
cijskim dijelom Hamiltonijana [14]:
U(t) =
M∏
i=1
eiUni(ni−1)t/2
1Prirodne orbitale mozˇemo promatrati kao efektivna jednocˇesticˇna stanja.
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Za ovisnost valne funkcije o vremenu se tada dobiva:
|ψ(t)〉 =
M∏
i=1
e−φ
2
i /2
∞∑
n=0
φni√
n!
eiUni(ni−1)t/2 |ni〉
i s obzirom da je ni (ni − 1) /2 cijeli broj, valna funkcija c´e imati periodicˇnu vre-
mensku ovisnost s periodom τ = 2pi/U . Udio koherentnih atoma c´e isto tako imati
periodicˇnu ovisnost s istim periodom τ [14]:
Ncoh
N
=
1
N
∑
i
|ηi(t)|2
gdje je ηi(t) = 〈ψ(t)| aˆi |ψ(t)〉. Stanje dano izrazom (2.2) je superpozicija stanja s
razlicˇitim brojem cˇestica, dok je u eksperimentu broj cˇestica N zadan. Stoga se
za provjeru tocˇnosti opisa sistema koristi pocˇetna valna funkcija s fiksnim brojem
cˇestica:
|ψBEC〉 = 1√
N !NN
(
M∑
i=1
βia
†
i
)N
|vac〉
za koju vrijedi |ψBEC〉 = PN |ψ(t = 0)〉, gdje je PN projektor na potprostor Hilberto-
vog prostora s fiksnim brojem cˇestica N . Izracˇuna li se raspodjela kolicˇine gibanja za
homogeni sistem dobiva se da su rezultati koherentnog i stanja fiksnog broja cˇestica
gotovo identicˇni vec´ za veoma mali broj cˇvorova M ' 5, dok se u sistemu s klopkom i
za M = N dobiva relativna gresˇka koja ovisi kao ∼ 1/N . Ovaj pristup analizi obnove
kvantnih stanja ne uzima u obzir tuneliranje tijekom povec´anja dubine potencijala
opticˇke resˇetke i utjecaj meducˇesticˇnih interakcija koji mijenja izgled pocˇetne valne
funkcije [14].
Od eksperimentalnih tehnika treba josˇ izdvojiti mjerenja vremena preleta (time
of flight - TOF) koja se cˇesto koriste [5, 14]. U ovim mjerenjima cˇestice se puste
iz opticˇke resˇetke tako da se resˇetka i klopka ugase te cˇestice potom slobodno eks-
pandiraju. Interakcije medu cˇesticama tijekom ekspanzije se zanemaruju te se pret-
postavlja da cˇestice zadrzˇavaju kolicˇinu gibanja koju su imale u opticˇkoj resˇetci [5,
14]. Nakon odredenog vremena t detektira se gustoc´a cˇestica iz cˇega se mozˇe re-
konstruirati informacija o prostornoj raspodjeli cˇestica n (~r) koja je dana izrazom:
n (~r) =
(m
~t
)3 ∣∣∣∣w˜(~k = m~r~t
)∣∣∣∣2 S (~k = m~r~t
)
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gdje je velicˇina (strukturni faktor) S(~k) =
∑
i,j e
i~k·(~ri−~rj)
〈
a†iaj
〉
proporcionalna ras-
podjeli kolicˇine gibanja n(~k) [14, 18]. Na taj nacˇin se iz prostorne raspodjele cˇestica
mozˇe izracˇunati raspodjela kolicˇine gibanja cˇestica u resˇetci. Funkcija w˜(~k) je Wan-
nierova ”omotnica” i odgovara Furierovom transformatu Wannierove funkcije w (~r)
[4]. Za dovoljno duboku opticˇku resˇetku mozˇe se valna funkcija cˇestice na cˇvoru
aproksimirati valnom funkcijom harmonicˇkog oscilatora te se u racˇunanju raspodjele
kolicˇine gibanja koristiti Fourierov transformat te funkcije.
2.2 Cˇestica u opticˇkoj resˇetci
Za stjecanje uvida u ponasˇanje atoma u opticˇkoj resˇetci dobro je prvo promotriti
sustav jedne cˇestice u 1D periodicˇkom potencijalu. Hamiltonijan takvog sustava je
dan sa:
Hˆ =
pˆ2
2m
+ VˆL (x)
gdje se za potencijal mozˇe uzeti primjerice VL(x) = V0 sin2 (kx) i vrijedi VL(x) =
VL(x + a). Rjesˇenja Schro¨dingerove jednadzˇbe za periodicˇni potencijal su Blochove
funkcije φn,k (x) = eik·xun,k (x), gdje je un,k (x) periodicˇna funkcija s periodom jedna-
kim periodu potencijala VL(x) (un,k (x) = un,k (x+ a)) [3, 16, 20]. Posˇto su potencijal
VL(x) i funkcije un,k periodicˇne funkcije, mozˇemo ih razviti u red po vektorima reci-
procˇne resˇetke Gj = 2pij/a. Za proizvoljnu energijsku vrpcu vrijedi:
VL(x) =
1√
2pi
∞∑
j=−∞
Vje
iGjx
uk(x) =
1√
2pi
∞∑
j=−∞
uk,je
iGjx
Periodicˇni potencijal VL(x) se mozˇe odmah razviti u red:
V0 sin
2 (kx) = V0
(
1/2− eiG1x/4− e−iG1x/4)
iz cˇega se mogu iˇscˇitati koeficijenti u razvoju. Uvrsti li se u Schro¨dingerovu jed-
nadzˇbu pretpostavljeno rjesˇenje, za koeficijente u razvoju funkcije uk(x) se dobiva
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skup jednadzˇbi:[
~2
2m
(
k +
2pij
a
)2
+
V0
2
]
· uk,j − V0
4
uk,j−1 − V0
4
uk,j+1 = Ek · uk,j
koji se mozˇe zapisati u matricˇnom obliku:

. . . ...
. . . E
(0)
k,j−1 −V0/4 0 . . .
. . . −V0/4 E(0)k,j −V0/4 . . .
. . . 0 −V0/4 E(0)k,j+1 . . .
... . . .


...
uk,j−1
uk,j
uk,j+1
...

= Ek

...
uk,j−1
uk,j
uk,j+1
...

(2.3)
gdje je E(0)k,j =
~2
2m
(
k + 2pij
a
)2
+ V0
2
. Jednadzˇba (2.3) se mozˇe rjesˇiti numericˇki za
konacˇnu resˇetku. Ako opticˇka resˇetka imaM cˇvorova, tada je kvazi-kolicˇina gibanja k
jednoliko rasporedena po prvoj Brillounovoj zoni [−pi/a, pi/a〉 s razmacima dk = 2pi
Ma
.
Matrica u jednadzˇbi (2.3) je beskonacˇna pa ju je stoga potrebno odrezati, odnosno
odrediti dio koji najviˇse doprinosi pa ga dijagonalizirati. Pokazuje se da za odredeni k
najviˇse pridonosi dio oko dijagonalnog elementa E(0)k,j za koji je E
(0)
k,j najmanji [3, 20].
Matrica se stoga simetricˇno odrezˇe oko tog elementa i dijagonalizira te se isto obavi
za svaki k u prvoj Brillounovoj zoni. Rezultati koje odrezana matrica reproducira
relativno brzo konvergiraju pa nije potrebna prevelika dimenzija odrezane matrice.
Na slici 2.4 su prikazane cˇetiri najnizˇe energijske vrpce za jednu cˇesticu u potencijalu
VL(x) = V0 sin
2(kx) u ovisnosti o dubini potencijala (energija je prikazana u jedini-
cama ER = ~2k2M/2m = ~2pi2/2ma2). Za V0 = 0 razmak izmedu energijskih vrpci
iˇscˇezava, odnosno dobiva se spektar slobodne cˇestice upravo sˇto se u ovoj granici
treba dobiti. Porastom amplitude periodicˇnog potencijala vrpce se pocˇinju razdvajati
i razmak se povec´ava s porastom dubine. Isto tako, s porastom dubine potencijala
sˇirina energijskih vrpci se smanjuje pa energija u vrpci postaje gotovo konstantna. Na
slici 2.4d je prikazana ovisnost najmanjeg razmaka izmedu najnizˇe i prve pobudene
vrpce te sˇirina najnizˇe vrpce gdje se vidi brzi porast razmaka izmedu vrpci i brzo
smanjenje sˇirine vrpce s porastom dubine potencijala.
Blochove valne funkcije su delokalizirane preko cijele resˇetke pa je za opis cˇestica
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(a) (b)
(c) (d)
Slika 2.4: Energijske vrpce za jednu cˇesticu u periodicˇnom potencijalu VL(x) =
V0 sin
2(kx). (a) V0/ER = 0, (b) V0/ER = 4, (c) V0/ER = 15. Na slici (d) je crnom
crtkanom linijom prikazana sˇirina najnizˇe energijske vrpce, a crvenom linijom naj-
manji razmak izmedu najnizˇe i prve pobudene vrpce.
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koje su lokalizirane na nekom cˇvoru pogodno koristiti Wannierove funkcije:
wn (~x− ~xi) = 1√
M
∑
~k
e−i
~k·~xiφn,~k (~x)
gdje je M broj cˇvorova u resˇetci. Wannierove funkcije su definirane s obzirom na
neku lokaciju u resˇetci ~xi i ovise samo o razlici ~x − ~xi. Kao i Blochove funkcije
moguc´e ih je faktorizirati, wn (~x− ~xi) = wnx (x− xi)wny (y − yi)wnz (z − zi), gdje
su (nx, ny, nz) indeksi vrpci po pojedinim osima. Wannierove funkcije nisu jedins-
tveno definirane zato jer postoji sloboda u izboru faze Blochovih funkcija, φn,~k (~x)→
eθ(
~k,n)φn,~k (~x), sˇto mozˇe utjecati na ponasˇanje Wannierovih funkcija. Za opis cˇestica
koje se nalaze na diskretnim cˇvorovima u resˇetci potrebno je da su i Wannierove
funkcije lokalizirane oko tih istih cˇvorova. Kao kriterij maksimalne lokalizacije Wan-
nierovih funkcija mozˇe se odabrati minimiziranje varijance ∆2 = 〈x2〉−〈x〉2. Moguc´e
je pokazati da su maksimalno lokalizirane Wannierove funkcije uz ovakav kriterij
ujedno i realne do na proizvoljnu fazu [15]. Na slikama 2.5 i 2.6 su prikazane mak-
simalno lokalizirane Wannierove funkcije za dvije najnizˇe energijske vrpce za dubine
potencijala V0/ER = 4 i V0/ER = 15 gdje se vidi da s porastom dubine potencijala
Wannierove funkcije postaju jacˇe lokalizirane i da je za viˇse vrpce ovisnost o dubini
potencijala manja2.
Wannierove funkcije cˇine bazu na resˇetci, ali nisu kao i Blochove funkcije svoj-
stvena stanja Hamiltonijana vec´ vrijedi:
n = 〈wn| Hˆ |wn〉 = 1
M
∑
~k
〈
φn,~k
∣∣∣ Hˆ ∣∣∣φn,~k〉 = 1M ∑
~k
En,~k
gdje su En,~k svojstvene energije Hamiltonijana koje pripadaju Blochovim stanjima.
2Za crtanje maksimalno lokaliziranih Wannierovih funkcija koriˇsten je Matlab kod profesora Jaks-
cha, https://ccpforge.cse.rl.ac.uk/gf/project/mlgws/. Upute za koriˇstenje su dane u referenci [21]
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(a) (b)
Slika 2.5: Maksimalno lokalizirane Wannierove funkcije definirane oko tocˇke xi = 0
za prve dvije najnizˇe vrpce. Dubina potencijala resˇetke je V0/ER = 4.
(a) (b)
Slika 2.6: Maksimalno lokalizirane Wannierove funkcije definirane oko tocˇke xi = 0
za prve dvije najnizˇe vrpce. Dubina potencijala resˇetke je V0/ER = 15. S porastom
dubine potencijala funkcije brzˇe trnu s udaljenosti od cˇvora xi. Za viˇse vrpce ovisnost
o dubini potencijala je manja.
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3 Visˇecˇesticˇni kvantnomehanicˇki formalizam
3.1 Uvod u drugu kvantizaciju
Druga kvantizacija predstavlja formalizam kojim se opisuju viˇsecˇesticˇni kvantni sis-
temi, obicˇno identicˇnih cˇestica. Umjesto prac´enja pojedinacˇnih cˇestica i stanja koja
zauzimaju u drugoj kvantizaciji se promatraju stanja i njihova zauzec´a s time da
u slucˇaju fermiona mozˇe biti najviˇse jedna cˇestica u nekom jednocˇesticˇnom sta-
nju, dok ih u slucˇaju bozona mozˇe biti viˇse. Tako definirana stanja cˇine potpuni
skup i nazivaju se Fockovim stanjima i sva druga, ukljucˇujuc´i i svojstvena stanja, se
mogu izraziti preko njih. Osim toga, druga kvantizacija uvodi operatore stvaranja
i poniˇstenja cˇestica u jednocˇesticˇnim stanjima kojima se prate i mijenjaju zauzec´a
tih stanja. Pomoc´u ovih operatora moguc´e je izraziti druge operatore kao primjerice
Hamiltonijan sustava, kineticˇku energiju ili kolicˇinu gibanja. Tekst u nastavku ovog
potpoglavlja je baziran na izvorima [6] i [9].
Ako imamo dva operatora, a i a†, koja zadovoljavaju relaciju:
[
a, a†
]
= 1 (3.1)
od njih mozˇemo konstruirati hermitski operator:
a†a = nˆ
S obzirom da je operator hermitski svojstvene vrijednosti su mu realne. Promotri li
se djelovanje operatora nˆ na svojstveni vektor:
nˆ |φ〉 = φ |φ〉
mozˇe se pokazati da su mu svojstvene vrijednosti pozitivne:
φ = 〈φ| nˆ |φ〉 = 〈φ| a†a |φ〉 = ||a |φ〉||2 ≥ 0
Nadalje, upotrebom komutacijske relacije iz jednadzˇbe 3.1 dobiva se:
nˆa |φ〉 = φa |φ〉+ [nˆ, aˆ] |φ〉 = (φ− 1) a |φ〉
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sˇto povlacˇi:
a |φ〉 ∝ |φ− 1〉
Na potpuno analogan nacˇin se dobiva:
a† |φ〉 ∝ |φ+ 1〉
Slijedi, ako je φ svojstvena vrijednost, onda su to i φ ± 1, φ ± 2, .... Za svaki m > 0,
φ − m je svojstvena vrijednost operatora nˆ sve dok vrijedi ||(a)m |φ〉|| ≥ 0, odnosno
dok je φ−m ≥ 0. Ako je |φ0〉 svojstveno stanje operatora nˆ s najmanjom svojstvenom
vrijednosˇc´u, tada vrijedi ||a |φ0〉|| = 0 jer a |φ0〉 generira stanje za koje je svojstvena
vrijednost φ0 − 1 negativna sˇto nije dopusˇteno. Iz toga slijedi:
〈φ0| nˆ |φ0〉 = ||a |φ0〉||2 = φ0 = 0
odnosno najnizˇa svojstvena vrijednost operatora nˆ je 0. Skup svojstvenih vrijednosti
operatora nˆ cˇine brojevi 0, 1, 2, ...,∞. Oznacˇe li se svojstvena stanja s |n〉, gdje je n
svojstvena vrijednost, slijedi:
∣∣∣∣a† |n− 1〉∣∣∣∣2 = 〈n− 1| aa† |n− 1〉 = 〈n− 1| a†a+ 1 |n− 1〉 = n (3.2)
Isto tako:
||a |n〉||2 = 〈n| a†a |n〉 = n (3.3)
Uzmu li se u obzir izrazi (3.2) i (3.3) za djelovanje operatora a i a† slijedi:
a† |n〉 = √n+ 1 |n+ 1〉
a |n〉 = √n |n− 1〉
Proizvoljno svojstveno stanje se tada mozˇe zapisati kao:
|n〉 =
(
a†
)n
√
n!
|0〉
Gore opisana algebra, iskoristi li se za opis viˇsecˇesticˇnih sustava, odgovara bozonskim
cˇesticama s obzirom da zauzec´e pojedinog stanja mozˇe biti proizvoljno veliko.
U slucˇaju fermiona jedno kvantno stanje mozˇe biti popunjeno s najviˇse jednom
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cˇesticom. Zbog toga operatori a i a† zadovoljavaju nesˇto drugacˇiju algebru:
{
a, a†
}
= 1
{a, a} = 0{
a†, a†
}
= 0
Iz izraza: ∣∣∣∣a† |φ〉∣∣∣∣2 = 〈φ| aa† |φ〉 = 〈φ|φ〉 − 〈φ| a†a |φ〉 = (1− φ) (3.4)
je vidljivo da mora vrijediti φ ≤ 1. Nadalje, iz antikomutacijskih relacija slijedi:
nˆa |φ〉 = a†aa |φ〉 = 0
sˇto znacˇi da ili imamo ||a |φ〉||2 = φ = 0 ili a |φ〉 ∝ |0〉, odnosno jedna svojstvena
vrijednost je φ = 0 i pripadni svojstveni vektor je |0〉. Promotrimo li:
nˆa† |0〉 = a†aa† |0〉 = a† (1− nˆ) |0〉 = a† |0〉
vidimo da je druga svojstvena vrijednost φ = 1 i da vrijedi a† |0〉 ∝ |1〉. Normalizacija
za operator a† se mozˇe dobiti iz jednadzˇbe (3.4) stavi li se φ = 0. Analogno tome:
||a |φ〉||2 = 〈φ| a†a |φ〉 = φ
pa sve skupa u slucˇaju fermiona vrijedi:
a |1〉 = |0〉
a† |0〉 = |1〉
a |0〉 = 0
a† |1〉 = 0
Kod valne funkcije viˇse identicˇnih cˇestica treba uzeti u obzir neraspoznatljivost cˇestica,
odnosno ocˇekivane vrijednosti opservabli se ne smiju mijenjati na zamjenu cˇestica.
Isto tako, u slucˇaju fermiona valna funkcija mora biti asimetricˇna na zamjenu cˇestica
u stanjima zbog Paulijevog principa iskljucˇenja, dok bozonska valna funkcija mora
17
biti simetricˇna. Valna funkcija sustava viˇse identicˇnih cˇestica je dana s izrazom:
|ψ〉 = 1√
N !
∑
p
ζp
∣∣ψp(1)〉 ∣∣ψp(2)〉 · · · ∣∣ψp(N)〉 (3.5)
gdje je N ukupan broj cˇestica, a suma ide po svim permutacijama jednocˇesticˇnih
valnih funkcija
∣∣ψp(i)〉. Faktor ispred sume normalizira valnu funkciju tako da vrijedi
〈ψ|ψ〉 = 1. Za fermione je ζ = −1 sˇto osigurava asimetricˇnost ukupne valne funkcije,
dok je za bozone ζ = 1 te je valna funkcija zbog toga simetricˇna. U slucˇaju bozona
moguc´e je da viˇse cˇestica zauzima isto jednocˇesticˇno stanje pa je potrebna dodatna
normalizacija:
|ψ1, ..., ψN〉 → 1√
n1!n2! · · ·nk!
|ψ1, ..., ψN〉
gdje je k broj razlicˇitih jednocˇesticˇnih stanja sustava, a ni broj cˇestica u i-tom stanju.
U nastavku se ova normalizacija podrazumijeva bez pisanja. Ako imamo drugo N -
cˇesticˇno stanje:
|χ〉 = 1√
N !
∑
p
ζp
∣∣χp(1)〉 ∣∣χp(2)〉 · · · ∣∣χp(N)〉
mozˇemo promotriti skalarni produkt dvaju stanja:
〈χ|ψ〉 = 1
N !
∑
P,Q
ζP+Q
〈
χQ(1)|ψP (1)
〉 〈
χQ(2)|ψP (2)
〉 · · · 〈χQ(N)|ψP (N)〉
=
∑
p
ζp
〈
χ1|ψP (1)
〉 〈
χ2|ψP (2)
〉 · · · 〈χN |ψP (N)〉 (3.6)
S obzirom da se permutiranjem stanja u valnoj funkciji |χ〉 cˇlanovi u sumi ponavljaju,
dovoljno je napraviti permutacije u valnoj funkciji |ψ〉 i pomnozˇiti izraz s N !. Izraz iz
jednadzˇbe (3.6) se mozˇe zapisati na drugi nacˇin:
〈χ|ψ〉ζ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
〈χ1|ψ1〉 · · · 〈χ1|ψN〉
...
...
〈χN |ψ1〉 · · · 〈χN |ψN〉
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ζ
gdje se za ζ = −1 radi o determinanti, dok je za ζ = 1 gornji izraz permanenta.
Dopusti li se fluktuacija broja cˇestica u sustavu, ukupni prostor stanja postaje direktna
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suma po Hilbertovim potprostorima Hi s i cˇestica:
H = H0 ⊕H1 ⊕ · · · ⊕ HN ⊕ · · ·
gdje se H naziva Fockovim prostorom stanja. Proizvoljno stanje |ψ〉 u Fockovom
prostoru se mozˇe zapisati kao suma stanja po potprostorima Hi:
|ψ〉 = ∣∣ψ(0)〉+ ∣∣ψ(1)〉+ · · ·+ ∣∣ψ(N)〉+ · · ·
Za dva stanja iz razlicˇitih potprostora mora vrijediti
〈
ψ(m)|ψ(n)〉 = 0, za m 6= n. S
obzirom da su jednocˇesticˇna stanja ortonormirana, za skalarni produkt dvaju stanja
slijedi:
〈α|β〉ζ = δmn
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δα1β1 · · · δα1βN
...
...
δαNβ1 · · · δαNβN
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ζ
Oznacˇimo li s |α〉 = |α1, ..., αN〉 valnu funkciju u potprostoru s N cˇestica, mozˇemo
napisati relaciju potpunosti za taj potprostor:
1
N !
∑
α1,α2,...,αN
|α1, ..., αN〉 〈α1, ..., αN | = Iˆ(N)
gdje suma ide po svim jednocˇesticˇnim stanjima. U slucˇaju superpozicije stanja s
razlicˇitim brojem cˇestica relacija potpunosti glasi:
∑
N
1
N !
∑
α1,...,αN
|α1, ..., αN〉 〈α1, ..., αN | = Iˆ
gdje su uzeti u obzir svi potprostori.
Ako imamo jednocˇesticˇno stanje |φ〉 ∈ H1, mozˇemo definirati operator koji stvara
cˇesticu u tom stanju:
aˆ† (φ) |0〉ζ = |φ〉ζ
U slucˇaju stanja N neraspoznatljivih cˇestica operator aˆ† (φ) stvara dodatnu cˇesticu u
sustavu koja se nalazi u stanju |φ〉:
aˆ† (φ) |ψ1, ..., ψN〉ζ = |φ, ψ1, ..., ψN〉ζ (3.7)
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Djelovanje operatora adjungiranog operatoru stvaranja mozˇemo dobiti iz izraza:
ζ 〈χ1, ...χN−1| aˆ (φ) |ψ1, ...ψN〉ζ = ζ 〈ψ1, ...ψN | aˆ† (φ) |χ1, ...χN−1〉∗ζ
= ζ 〈ψ1, ...ψN |φ, χ1, ...χN−1〉∗ζ
=
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
〈ψ1|φ〉 〈ψ1|χ1〉 · · · 〈ψ1|χN−1〉
...
...
...
〈ψN |φ〉 〈ψN |χ1〉 · · · 〈ψN |χN−1〉
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∗
ζ
Dobiveni izraz je moguc´e razviti po prvom stupcu pa se dobiva:
ζ 〈χ1, ...χN−1| aˆ (φ) |ψ1, ...ψN〉ζ =
N∑
k=1
ζk−1 〈φ|ψk〉
〈
χ1, ..., χN−1|ψ1, ..., ψˆk, ..., ψN
〉
gdje ψˆk oznacˇava odsutnost stanja ψk iz viˇsecˇesticˇnog stanja. Usporedi li se dobivena
jednadzˇba s polaznim izrazom iz (3.7), za djelovanje operatora aˆ (φ) slijedi:
aˆ (φ) |ψ1, ..., ψN〉 =
N∑
k=1
ζk−1 〈φ|ψk〉
∣∣∣ψ1, ..., ψˆk, ..., ψN〉
Iz gornje jednadzˇbe se vidi da vrijedi:
[aˆ (φ1) , aˆ (φ2)]ζ = 0
gdje je za ζ = 1 (bozoni) rijecˇ o komutatoru, a za ζ = −1 (fermioni) o antikomuta-
toru. Za operatore stvaranja iz definicije vrijedi:
aˆ† (φ1) aˆ† (φ2) = ζaˆ† (φ2) aˆ† (φ1)
pa i oni zadovoljavaju: [
aˆ† (φ1) , aˆ† (φ2)
]
ζ
= 0
Preostalu jednakost za
[
aˆ (φ1) , aˆ
† (φ2)
]
ζ
mozˇemo dobiti iz izraza:
aˆ (φ1) aˆ
† (φ2) |ψ1, ..., ψN〉 = aˆ (φ1) |φ2, ψ1, ..., ψN〉
=
N∑
k=1
ζk 〈φ1|ψk〉
∣∣∣φ2, ψ1, ...ψˆk, ..., ψN〉+ 〈φ1|φ2〉 |ψ1, ..., ψN〉
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Isto tako:
aˆ† (φ2) aˆ (φ1) |ψ1, ..., ψN〉 = aˆ† (φ2)
N∑
k=1
ζk−1 〈φ1|ψk〉
∣∣∣ψ1, ...ψˆk, ..., ψN〉
=
N∑
k=1
ζk−1 〈φ1|ψk〉
∣∣∣φ2, ψ1, ...ψˆk, ..., ψN〉
(3.8)
iz cˇega slijedi:
[
aˆ (φ1) aˆ
† (φ2)− ζaˆ† (φ2) aˆ (φ1)
] |ψ1, ..., ψN〉 = 〈φ1|φ2〉 |ψ1, ..., ψN〉
odnosno (anti)komutacijska relacija glasi:
[
aˆ (φ1) , aˆ
† (φ2)
]
ζ
= δφ1,φ2
Stanja |ψ1, ..., ψN〉 se u drugoj kvantizaciji prikazuju u N-reprezentaciji zauzec´a jednocˇesticˇnih
stanja |n1, n2, ...〉, gdje je ni broj cˇestica u stanju ψi i vrijedi n1 +n2 + ... = N , odnosno
suma zauzec´a svih stanja mora dati ukupan broj cˇestica u sustavu. U N-reprezentaciji
zauzec´a (Fockova stanja) djelovanje operatora stvaranja i poniˇstenja cˇestica u sta-
njima na normirana stanja sustava je dano sa:
aˆ†α |n1, n2, ..., nα, ...〉 =
√
nα + 1 |n1, n2, ..., nα + 1, ...〉
aˆα |n1, n2, ..., nα, ...〉 = √nα |n1, n2, ..., nα − 1, ...〉
Srednja vrijednost operatora nˆα = aˆ†αaˆα tada daje broj cˇestica u stanju |ψα〉:
nˆα |n1, n2, ..., nα, ...〉 = nα |n1, n2, ..., nα, ...〉
jer je dijagonalan u Fockovoj bazi. Ako se kao jednocˇesticˇna baza izaberu vlastita
stanja operatora polozˇaja ili kolicˇine gibanja vrijedi:
[
aˆ (~x1) , aˆ
† (~x2)
]
ζ
= δd (~x1 − ~x2)[
aˆ (~p1) , aˆ
† (~p2)
]
ζ
= (2pi)d δd (~p1 − ~p2)
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gdje je d dimenzija prostora. Ako imamo superpoziciju dva jednocˇesticˇna stanja:
|χ〉 = A |ψ〉+B |φ〉 (3.9)
tada za operatore stvaranja i poniˇstenja vrijede relacije:
aˆ† (χ) = Aaˆ† (ψ) +Baˆ† (φ)
aˆ (χ) = A∗aˆ (ψ) +B∗aˆ (φ)
(3.10)
Prelazak iz koordinatne u impulsnu reprezentaciju je Fourierov transformat:
|~p〉 =
∫
ddx |~x〉 〈~x|~p〉 =
∫
ddx |~x〉 ei~p·~x
i obrnuto:
|~x〉 =
∫
ddp
(2pi)d
|~p〉 e−i~p·~x
Za operatore stvaranja i poniˇstenja iz izraza 3.9 i 3.10 tada analogno slijedi:
aˆ† (~p) =
∫
ddxaˆ† (~x) ei~p·~x
aˆ† (~x) =
∫
ddp
(2pi)d
aˆ† (~p) e−i~p·~x
Vazˇna klasa operatora definirana djelovanjem na viˇsecˇesticˇna stanja |ψ1, ..., ψN〉
se mozˇe zapisati kao suma jednocˇesticˇnih operatora:
N∑
i=1
Oˆi
gdje svaki operator Oˆi djeluje samo na stanje i-te cˇestice:
Oˆ |ψ1, ..., ψN〉 = |ψ′1, ψ2, ..., ψN〉+ ...+ |ψ1, ψ2, ..., ψ′N〉
U slucˇaju da su stanja |ψi〉 svojstvena stanja operatora Oˆi sa svojstvenim vrijednos-
tima oi vrijedi:
Oˆ |ψ1, ..., ψN〉 = (o1 + o2 + ...+ oN) |ψ1, ..., ψN〉
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Ako su svi jednocˇesticˇni operatori oblika Oˆi = |α〉 〈β|, gdje su |α〉 i |β〉 jednocˇesticˇna
stanja, tada je djelovanje ukupnog operatora Oˆ dano sa:
Oˆ |ψ1, ..., ψN〉ζ = 〈β|ψ1〉 |α, ψ2, ..., ψN〉ζ + ...+ 〈β|ψN〉 |ψ1, ..., ψN−1, α〉ζ
Usporedi li se dobiveno s djelovanjem operatora aˆ†αaˆβ iz jednadzˇbe (3.8):
aˆ†αaˆβ |ψ1, ..., ψN〉ζ =
N∑
k=1
ζk−1 〈β|ψk〉
∣∣∣α, ψ1, ..., ψˆk, ..., ψN〉
ζ
=
N∑
k=1
〈β|ψk〉 |ψ1, ..., (α umjesto ψk) , ..., ψN〉ζ
slijedi da se operator Oˆ u ovom slucˇaju mozˇe zapisati kao:
Oˆ = aˆ†αaˆβ
Opc´enito se jednocˇesticˇni operator mozˇe zapisati kao:
Oˆ(1) =
∑
α,β
|α〉 〈α| Oˆ(1) |β〉 〈β|
pa za ukupni operator slijedi:
Oˆ =
∑
α,β
〈α| Oˆ(1) |β〉 aˆ†αaˆβ
U slucˇaju da je jednocˇesticˇni operator dan s dekompozicijom jedinice Oˆ(1) = Iˆ =∑
α |α〉 〈α| za ukupni operator se dobije operator broja cˇestica u sustavu:
Nˆ =
∑
α
aˆ†αaˆα
U koordinatnoj i impulsnoj reprezentaciji operator glasi:
Nˆ =
∫
ddp
(2pi)d
aˆ† (~p) aˆ (~p) =
∫
ddxaˆ† (~x) aˆ (~x)
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Operatori potencijalne energije i kolicˇine gibanja su dani s izrazima:
Vˆ =
∫
ddxV (~x) aˆ† (~x) aˆ (~x)
Pˆ =
∫
ddp
(2pi)d
aˆ† (~p) aˆ (~p) ~p =
∫
ddxaˆ† (~x) (−i~∇) aˆ (~x)
Za Hamiltonijan neinteragirajuc´ih cˇestica u vanjskom potencijalu V (~x) se dobiva:
Hˆ = Tˆ + Vˆ =
∫
ddxaˆ† (~x)
[
− ~
2
2m
∇2 + V (~x)
]
aˆ (~x)
Osim interakcije s vanjskim poljem, moguc´e su i interakcije izmedu cˇestica koje u
vrlo vazˇnoj klasi predstavljaju dvocˇesticˇne operatore. Dvocˇesticˇni operator djeluje na
N -cˇesticˇno stanje na sljedec´i nacˇin:
Uˆ |x1, ..., xN〉 =
N∑
n<m
U (xn, xm) |x1, ..., xN〉 = 1
2
N∑
n6=m
U (xn, xm) |x1, ..., xN〉 (3.11)
Iskoristi li se dekompozicija jedinice vektorskog prostora i ortogonalnost vlastitih
stanja, operator se mozˇe zapisati na nacˇin:
Uˆ =
1
2
∫
dx
∫
dx′ |x, x′〉U (x, x′) 〈x, x′|
Za oblik dvocˇesticˇnog operatora u formalizmu druge kvantizacije s obzirom na dosad
napisano se mozˇe pretpostaviti:
Uˆ =
1
2
∫
dx
∫
dx′a† (x) a† (x′)U (x, x′) a (x′) a (x)
Kako bi se vidjelo da je tako napisan operator ispravan potrebno je prvo promotriti:
a (x′) a (x) |x1, ..., xN〉 = a (x′)
N∑
n=1
ζn−1δ (x− xn) |x1, ..., (bez xn), ..., xN〉
=
N∑
n=1
ζn−1δ(x− xn)
N∑
m=1,m6=n
ηmnδ (x
′ − xm) |x1, ..., (bez xn, xm), ..., xN〉
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gdje je ηmn = ζm−1 za m < n, i ηmn = ζm za m > n. Nadalje, vrijedi:
aˆ† (x) aˆ† (x′) aˆ (x′) aˆ (x) |x1, ..., xN〉 =
=
N∑
m,n,(m6=n)
ζn−1ηmnδ (x− xn) δ (x′ − xm) |x, x′, x1, ..., (bez xn, xm), ..., xN〉
=
N∑
m6=n
ζn−1ηmnδ (x− xn) δ (x′ − xm) |xn, xm, x1, ..., (bez xn, xm), ..., xN〉
=
N∑
m6=n
δ (x− xn) δ (x′ − xm) |x1, ..., xN〉
Mnozˇenjem gornje jednadzˇbe s U (x, x′) /2 i integriranjem po x i x′ dobiva se:
1
2
∫
dx
∫
dx′a† (x) a† (x′)U (x, x′) a (x′) a (x) |x1, ..., xN〉 =
=
1
2
N∑
n6=m
U (xn, xm) |x1, ..., xN〉
sˇto je upravo oblik djelovanja operatora dvocˇesticˇne interakcije koji smo zadali u
(3.11).
3.2 Bose-Hubbardov model
Hamiltonijan BH modela u formalizmu druge kvantizacije za cˇestice spina 0 se defi-
nira izrazom [13]:
Hˆ = −J
∑
<i,j>
a†iaj +
U
2
M∑
i=1
nˆi(nˆi − 1)− µ
∑
i
nˆi (3.12)
gdje je J energija preskakanja, a U energija medudjelovanja cˇestica (slicˇno kao u
izrazu (2.1) uz ogranicˇenje tuneliranja na prve susjede i dodatak kemijskog potenci-
jala). S µ je zadan kemijski potencijal. Dio Hamiltonijana s kemijskim potencijalom
se izostavlja ukoliko imamo fiksan broj cˇestica u sistemu. Ako je sustav nehomo-
gen, kao primjerice u slucˇaju prisustva vanjske klopke, posljednji cˇlan bi poprimio
oblik
∑
i (µ− i) nˆi, gdje se uzima u obzir lokalna varijacija kemijskog potencijala.
Hamiltonijan iz jednadzˇbe (3.12) je moguc´e izvesti iz ekvivalentnog Hamiltonijana
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zapisanog formalizmom prve kvantizacije [13]:
H =
∑
i
[
~p2i
2m
+ V0sin
2(~k · ~xi) + Vtrap(~xi)
]
+
2pi~2as
m
∑
i6=j
δ3(~xi − ~xj)
Hamiltonijan sadrzˇi kineticˇki cˇlan, potencijal opticˇke resˇetke, potencijal klopke te
kontaktnu dvocˇesticˇnu interakciju. Prelazak u drugu kvantizaciju se izvodi projicira-
njem gornjeg Hamiltonijana na bozonski operator polja ψˆ (~x) koji je moguc´e razviti
u bazi Wannierovih funkcija [13, 22]:
ψˆ (~x) =
∑
i,n
aˆi,nwn (~x− ~xi)
gdje je wn (~x− ~xi) Wannierova funkcija n-te energijske vrpce lokalizirana oko i-tog
cˇvora u resˇetci, a operator aˆi,n poniˇstava cˇesticu na lokaciji i u Wannierovom stanju
wn (~x− ~xi). Wannierove funkcije se mogu izraziti pomoc´u Blochovih valnih funkcija
koje su rjesˇenja Schro¨dingerove jednadzˇbe za periodicˇni potencijal:
wn (~x− ~xi) = 1√
N
∑
~k
e−i
~k·~xiφn,~k (~x)
gdje je φn,~k (~x) = e
i~k·~xu~k (~x) Blochova valna funkcija, a u~k (~x) funkcija s periodom jed-
nakim periodu potencijala. S obzirom na strukturu Blochovih funkcija, Wannierove
funkcije ovise samo o razlici ~x − ~xi. Kineticˇki dio Hamiltonijana i potencijal opticˇke
resˇetke u formalizmu druge kvantizacije glase:
∫
ddxψˆ† (~x)
[
− ~
2
2m
∇2 + V0sin2(~k · ~x)
]
ψˆ (~x) =
=
∫
ddx
∑
i,n
aˆ†i,nw
∗
n (~x− ~xi)
[
− ~
2
2m
∇2 + V0sin2(~k · ~x)
]∑
j,m
aˆj,mwm (~x− ~xj)
=
∑
i,j,n
Jn (~xi, ~xj) aˆ
†
i,naˆj,n
S obzirom da su Blochove funkcije ortogonalne, zanemare li se interakcije, slijedi da
su samo prijelazi unutar iste energijske vrpce dozvoljeni. Opc´enito, za dovoljno du-
boke opticˇke resˇetke razmak izmedu najnizˇe i prve sljedec´e energijske vrpce postaje
velik (vidi sliku 2.4) pa u osnovnom stanju ultrahladne cˇestice popunjavaju samo
najnizˇu vrpcu n = 0 sˇto je priblizˇenje koje se koristi u ovom tekstu. Ovakav mo-
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del vrijedi u granici kada je energija po atomu atom-atom medudjelovanja mala
prema energiji procjepa izmedu vrpci. Nadalje, posˇto Wannierove funkcije za du-
boke resˇetke brzo trnu s udaljenosˇc´u od pripadnog cˇvora uzimaju se u obzir samo
koeficijenti preskakanja izmedu bliskih cˇvorova. Uz sve to za kineticˇki dio i potenci-
jal opticˇke resˇetke slijedi [13, 20]:
∫
ddxψˆ† (~x)
[
− ~
2
2m
∇2 + V0sin2(~k · ~x)
]
ψˆ (~x) = −J
∑
<i,j>
aˆ†i aˆj (3.13)
gdje suma ide samo po prvim susjedima, a koeficijent preskakanja je dan sa:
J =
∫
ddxw∗0(~x− ~xi)
(
p2
2m
+ V0sin
2(~k · ~x)
)
w0(~x− ~xj) (3.14)
Dijagonalni doprinos u izrazu (3.13) je zanemaren zato jer on samo pomicˇe polozˇaj
najnizˇe energijske vrpce. Interakcijski cˇlan Hamiltonijana u formalizmu druge kvan-
tizacije glasi:
1
2
∫
ddxi
∫
ddxjψˆ
† (~xi) ψˆ† (~xj)
4pi~2as
m
δ3(~xi − ~xj)ψˆ (~xj) ψˆ (~xi) =
=
1
2
4pi~2as
m
∫
ddxψˆ† (~x) ψˆ† (~x) ψˆ (~x) ψˆ (~x)
=
1
2
4pi~2as
m
∑
i,j,k,l
∫
ddxw∗0(~x− ~xi)w∗0(~x− ~xj)w0(~x− ~xk)w0(~x− ~xl)aˆ†i aˆ†j aˆkaˆl
=
1
2
∑
i,j,k,l
Uijklaˆ
†
i aˆ
†
j aˆkaˆl
gdje su koeficijenti Uijkl dani s izrazom:
Uijkl =
4pi~2as
m
∫
ddxw∗0(~x− ~xi)w∗0(~x− ~xj)w0(~x− ~xk)w0(~x− ~xl)
Zbog brzog opadanja Wannierovih funkcija s udaljenosˇc´u od cˇvora oko kojeg su de-
finirane za duboke opticˇke resˇetke, preklapanja Wannierovih funkcija za razlicˇite
cˇvorove se mogu zanemariti pa interakcijski cˇlan Hamiltonijana postaje:
1
2
∑
i,j,k,l
Uijklaˆ
†
i aˆ
†
j aˆkaˆl =
U
2
∑
i
aˆ†i aˆ
†
i aˆiaˆi =
U
2
∑
i
nˆi (nˆi − 1)
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gdje je koeficijent U jednak:
U =
4pi~2as
m
∫
ddx|w0 (~x)|4 (3.15)
Parametar as je duljina rasprsˇenja i opisuje amplitudu rasprsˇenja cˇestica u prvom redu
aproksimativnog razvoja, odnosno vrijedi za niske energije. Za potencijal klopke se
dobiva:∫
ddxψˆ† (~x)Vtrap (~x) ψˆ (~x) =
∑
i,j
aˆ†i aˆj
∫
ddxw∗0(~x− ~xi)Vtrap (~x)w∗0(~x− ~xj) =
=
∑
i
nˆi
∫
ddx |w0(~x− ~xi)|2 Vtrap (~x)
S obzirom da se potencijal klopke sporo mijenja od jednog cˇvora do drugog i da
Wannierove funkcije brzo trnu zanemarena su preklapanja izmedu razlicˇitih cˇvorova.
Potencijal klopke se kombinira s lokalnim kemijskim potencijalom tako da se repro-
ducira zadnji cˇlan u Hamiltonijanu (3.12):
µ = µlocal + Vtrap
Za ultrahladni kvantni plin zanimljivo je promatrati dvije granice:
1. granicu jakog medudjelovanja
2. granicu jakog tuneliranja
U granici jakih interakcija i s iˇscˇezavajuc´im tuneliranjem (J → 0) Hamiltonijan pos-
taje suma nezavisnih doprinosa po cˇvorovima s energijama [13, 7]:
 (n) =
U
2
n(n− 1)− µn (3.16)
U ovoj granici cˇestice ne mogu prelaziti na druge cˇvorove i sustav je Mottov izo-
lator. Zbog odbojnih meducˇesticˇnih interakcija sustav preferira ravnomjernu raspo-
djelu cˇestica po cˇvorovima pa je valna funkcija u ovom slucˇaju dana sa [20]:
|ψ〉MI ∝
M∏
i=1
|n¯〉i
gdje je n¯ = N/M prosjecˇni broj cˇestica po cˇvoru. Odnos izmedu kemijskog potencijala
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µ i broja cˇestica po cˇvoru u fazi Mottovog izolatora mozˇemo dobiti iz izraza (3.16) i
uvjeta stabilnosti sustava δ ≤ 0 iz cˇega slijedi [13]:
δ =n − n±1 ≤ 0
µ+ ≤ Un
µ− ≤ U(n− 1)
odnosno za odredenu popunjenost cˇvorova resˇetke n kemijski potencijal se nalazi u
rasponu U(n− 1) ≤ µ ≤ Un.
Druga zanimljiva granica koja se promatra je granica jakog tuneliranja sa zane-
marivim medudjelovanjem (U → 0). U ovoj granici cˇestice su delokalizirane preko
cˇitave resˇetke i sustav poprima obiljezˇja superfluidnoga stanja. Valna funkcija su-
perfluidnog stanja mozˇe se dobiti promotri li se operator stvaranja cˇestice u stanju
kvazi-kolicˇine gibanja ~k, koji je s operatorima stvaranja cˇestica na cˇvorovima vezan
relacijom:
bˆ†~k =
1√
M
M∑
i=1
e−i
~k·~ri aˆ†i
U osnovnom stanju sustava sve cˇestice imaju kvazi-kolicˇinu gibanja ~k = 0, pa je valna
funkcija superfluida dana sa [7, 14, 20]:
|ψ〉SF =
(
bˆ†0
)N
√
N !
|0〉 = 1√
N !
(
1√
M
M∑
i=1
aˆ†i
)N
|0〉 (3.17)
Korelacijska funkcija izmedu dvije tocˇke u superfluidnom stanju ne ovisi o relativnoj
udaljenosti tocˇaka:
SF 〈ψ| aˆ† (r2) aˆ (r1) |ψ〉SF = 〈N, 0, ..., 0|
1
M
∑
k,k′
bˆ†ke
−ikr2 bˆk′eikr1 |N, 0, ..., 0〉 = N
M
zbog cˇega se kazˇe da u sustavu postoji dugodosezˇno uredenje. Za razliku od korela-
cijske funkcije ocˇekivana vrijednost operatora aˆ† (r) i aˆ (r) iˇscˇezava za valnu funkciju
danu izrazom (3.17), 〈ψ| aˆ† (r) |ψ〉 = 〈ψ| aˆ (r) |ψ〉 = 0. Zbog toga se uvodi koherentna
valna funkcija definirana s:
|ψ〉 = e−α2/2eαb†k=0 |0〉 (3.18)
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Pokazuje se da je raspodjela cˇestica po cˇvorovima Poissonova, p(n) = n¯
ne−n¯
n!
, parame-
tar α poprima vrijednost α =
√
N . Tada se za ocˇekivanu vrijednost operatora aˆ† (r) i
aˆ (r) dobiva:
φ = 〈ψ| aˆ (r) |ψ〉 = 〈ψ| aˆ† (r) |ψ〉 =
= 〈0|
(
1 + αb0 + α
2 b
2
0
2
+ . . .
)
e−α
2 1√
M
∑
k
b†ke
−ikr
(
1 + αb†0 + α
2 b
†
0
2
2
+ . . .
)
|0〉
=
1√
M
(
1− α2 + α
4
2
− α
6
6
+ · · ·
)(
α + α3 +
α5
2
+
α7
6
+ · · ·
)
=
1√
M
(
α + α3 − α3 + α
5
2
− α5 + α
5
2
+ · · ·
)
=
√
N
M
=
√
n¯
Mozˇe se pokazati da je valna funkcija (3.18) u koordinatnoj bazi dana sa [14, 20]:
|ψ〉 =
M∏
i
|ψi〉 , |ψi〉 = e−φ2/2
∞∑
n=0
φn√
n!
|ni〉
Iz gornje jednadzˇbe je vidljivo da je raspodjela cˇestica na cˇvoru Poissonova. Razlog
upotrebe koherentnog stanja (3.18) je sˇto ono olaksˇava izracˇune, no, stanje (3.18)
nema tocˇno zadan broj cˇestica. S obzirom da operator ukupnog broja cˇestica Nˆ =∑
k bˆ
†
kbˆk komutira s Hamiltonijanom (3.12) slijedi da koherentno stanje (3.18) nije
svojstveno stanje Hamiltonijana [7]. Unatocˇ tome, stanje (3.18) ima neke pozˇeljne
znacˇajke kao sˇto je ocˇekivani broj cˇestica:
〈ψ| Nˆ |ψ〉 = e−α2 〈0|
(
1 + αb0 + α
2 b
2
0
2
+ . . .
)∑
k
b†kbk
(
1 + αb†0 + α
2 b
†
0
2
2
+ . . .
)
|0〉
=
(
1− α2 + α
4
2
− α
6
6
+ · · ·
)(
α2 + α4 +
1
2
α6 +
1
6
α8 + · · ·
)
= α2 = N
k tome su fluktuacije broja cˇestica u termodinamicˇkoj granici N  1 zanemarive [7]:
∆N =
(
〈ψ|
(
Nˆ −N
)2
|ψ〉
)1/2
= N1/2
Za promatranje kvantnog faznog prijelaza izmedu Mottovog izolatora i superflu-
ida mozˇe se koristiti aproksimacija srednjeg polja. U sustavu se definira parametar
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srednjeg polja φ na nacˇin [13, 22]:
φ =
〈
ψ(0)
∣∣ aˆ ∣∣ψ(0)〉 = 〈aˆ〉 = 〈aˆ†〉
gdje je
∣∣ψ(0)〉 valna funkcija osnovnog stanja sustava. Parametar uredenja je za su-
perfluid razlicˇit od 0, dok je za Mottov izolator jednak 0. Energija sustava se stoga,
prema Landauovoj teoriji faznih prijelaza za male parametre uredenja mozˇe razviti u
red [11, 20, 14]:
E (φ) = α + β |φ|2 +O (|φ|4)
gdje koeficijenti α i β ovise o parametrima modela {U, t, µ}. Za ultrahladni sustav na
konstantoj temperaturi fazni prijelaz se dogada kada koeficijent β mijenja predznak
u ovisnosti o parametrima sustava. Za male fluktuacije srednjeg polja, operatori
stvaranja i poniˇstenja se mogu pogodno zapisati u obliku fluktuacija oko srednjeg
polja (parametra uredenja):
aˆ† =
(〈
aˆ†
〉
+ aˆ† − 〈aˆ†〉) = (〈aˆ†〉+ δaˆ†)
aˆ = (〈aˆ〉+ aˆ− 〈aˆ〉) = (〈aˆ〉+ δaˆ)
Ova transformacija ne mijenja interakcijski dio Hamiltonijana i dio s kemijskim po-
tencijalom jer se operatori broja cˇestica nˆi ne mijenjaju. Za kineticˇki dio Hamiltoni-
jana ako se zanemare kvadratni cˇlanovi u fluktuaciji slijedi [13]:
Hˆkin = −t
∑
<i,j>
aˆ†i aˆj = −t
∑
<i,j>
[(
〈aˆ†i〉aˆj + aˆ†i 〈aˆj〉
)
− 〈aˆ†i〉 〈aˆj〉
]
= −t
∑
<i,j>
[(
φaˆi + aˆ
†
jφ
)
− φ2
]
= −2dt
∑
i
[(
aˆ†i + aˆi
)
φ− φ2
]
gdje je 2d broj susjednih cˇvorova oko svakog pojedinog cˇvora, a d dimenzija sus-
tava. Dobiveno je da je u aproksimaciji srednjeg polja Hamiltonijan suma nezavisnih
doprinosa po cˇvorovima:
Hˆi =
U
2
nˆi (nˆi − 1)− µnˆi − 2dt
[(
aˆ†i + aˆi
)
φ− φ2
]
Kako bi se dobio energijski funkcional E (φ) dovoljno je promatrati samo jedan dopri-
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nos Hamiltonijana na nekom cˇvoru. U racˇunu smetnje Hamiltonijan se mozˇe rastaviti
na nacˇin [22, 2]:
Hˆ = Hˆ(0) + φHˆ(1)
gdje su:
Hˆ(0) =
U
2
nˆ (nˆ− 1)− µnˆ+ 2dtφ2
Hˆ(1) = −2dt (aˆ† + aˆ)
Energija se u racˇunu smetnje razvija po potencijama parametra smetnje:
En = E
(0)
n + φE
(1)
n + φ
2E(2)n + . . .
Svojstvena stanja nesmetanog dijela Hamiltonijana su stanja broja cˇestica na cˇvoru
|n〉. Popravak energije u prvom redu racˇuna smetnje iˇscˇezava:
E
(1)
0 = 〈n| − 2dt
(
aˆ† + aˆ
) |n〉 = 0
U drugom redu racˇuna smetnje se dobiva [22, 14]:
E
(2)
0 =
∑
n6=n¯
∣∣∣〈n¯| Hˆ(1) |n〉∣∣∣2
En¯ − En =
∣∣〈n¯| 2dtaˆ† |n¯+ 1〉∣∣2
En¯ − En¯+1 +
|〈n¯| 2dtaˆ |n¯− 1〉|2
En¯ − En¯−1
=
4d2t2(n¯+ 1)
µ− Un¯ +
4d2t2n¯
U(n¯− 1)− µ
gdje je n¯ popunjenje svakog cˇvora u resˇetci u fazi Mottovog izolatora. Prelaskom u
superfluidnu fazu broj cˇestica na cˇvorovima u resˇetci nije viˇse nuzˇno isti i to je upravo
doprinos energiji u drugom redu racˇuna smetnje. Energija razvijena po parametru
uredenja sada glasi:
E (φ) =
U
2
n¯ (n¯− 1)− µn¯+
(
4d2t2(n¯+ 1)
µ− Un¯ +
4d2t2n¯
U(n¯− 1)− µ + 2dt
)
φ2 +O (φ4)
Uvjet faznog prijelaza je da cˇlan uz φ2 iˇscˇezava [22, 20, 14]:
4d2t2(n¯+ 1)
µ− Un¯ +
4d2t2n¯
U(n¯− 1)− µ + 2dt = 0
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Rjesˇenje gornje jednadzˇbe je:
µ± =
1
2
[U(2n− 1)− 2dt]± 1
2
√
U2 − 4dtU(2n+ 1) + 4d2t2 (3.19)
Dobivena jednakost definira fazni prijelaz izmedu Mottovog izolatora i superfluida
ovisno o parametrima sustava {U, t, µ} za neki broj cˇestica po cˇvoru n¯ u fazi Mottovog
izolatora. Na slici 3.1 je prikazana granica izmedu faza gdje se vidi da se s porastom
n¯ smanjuje podrucˇje koje odgovara Mottovom izolatoru.
Slika 3.1: Fazni dijagram u aproksimaciji srednjeg polja zadan jednadzˇbom (3.19).
Unutar izbocˇenih dijelova sustav je Mottov izolator, dok je izvan njih superfluid.
3.3 Gutzwillerova valna funkcija
Za analizu faznog prijelaza izmedu superfluida i Mottovog izolatora moguc´e je koris-
titi Gutzwillerovu valnu funkciju zbog svoje numericˇke prakticˇnosti (analizirali su se
sustavi velicˇine i do 653 cˇvorova) uz netrivijalnu fiziku [14, 7]:
|ψG〉 =
M∏
i
(
f0 + f1b
†
i + f2
b†i
2
√
2
+ · · ·
)
|0〉 =
M∏
i
[ ∞∑
ni=0
fni |ni〉
]
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gdje vrijedi normalizacija: ∑
ni
|fni|2 = 1 (3.20)
Za Gutzwillerovu valnu funkciju se uzima da je jednaka produktu valnih funkcija po
cˇvorovima sˇto se mozˇe opravdati cˇinjenicom da su u fazama superfluida i Mottovog
izolatora valne funkcije takoder produkt funkcija po cˇvorovima. Ovakva valna funk-
cija daje vrlo dobre rezultate u 3D slucˇaju dok je za nizˇe dimenzije zbog dimenzij-
skog povec´anja korelacija nesˇto manje korektan opis. Gutzwillerovu valnu funkciju
treba shvatiti kao varijacijski ansatz gdje se koeficijenti fni nalaze minimiziranjem
〈ψG| Hˆ |ψG〉. Za ocˇekivanu vrijednost Hamiltonijana (3.12) u Gutzwillerovom stanju
se dobiva:
〈HU +Hµ〉 =
∑
i
∑
ni
|fni|2
(
U
2
ni (ni − 1)− µni
)
〈Ht〉 = −2dt
∑
i
∣∣∣∣∣∑
ni=0
√
ni + 1f
∗
ni
fni+1
∣∣∣∣∣
2
U stanju Mottovog izolatora sustav ima tocˇno odreden broj cˇestica n po cˇvoru. Pro-
motri li se mala fluktuacija oko tog stanja mozˇe se za koeficijente odabrati:
fn =
(
1− 2α2)1/2 , fn−1 = fn+1 = α
gdje je α malen i svi ostali koeficijenti fni su nula te vrijedi normalizacija (3.20).
Razvoj kineticˇke energije do α2 glasi:
〈Ht〉 = −2dt
∑
i
∣∣∣α (1− 2α2)1/2√n+ α (1− 2α2)1/2√n+ 1∣∣∣2 ≈
≈ −2dt
∑
i
α2
∣∣∣√n+√n+ 1∣∣∣2
Za tocˇku na sredini Mottove razine broja cˇestica n vrijedi:
µ = U
(
n− 1
2
)
Interakcijski dio Hamiltonijana je tada jednak:
〈HU +Hµ〉 =
∑
i
[
−U
2
n2
(
1− 2α2)− U
2
α2
(
n2 − 1)− U
2
α2
(
n2 − 1)]
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Za ocˇekivanu vrijednost Hamiltonijana sve skupa slijedi [7]:
〈H〉 =
∑
i
[
−U
2
n2 +
U
2
2α2 − 2dtα2
∣∣∣√n+√n+ 1∣∣∣2]
Energija je suma identicˇnih cˇlanova po cˇvorovima. Fazni prijelaz se dogada kada
koeficijent ispred α2 mijenja predznak. U slucˇaju velikih vrijednosti n se dobiva:
U = 8ndt
Promotri li se vremenski promjenljiva situacija valna funkcija mora zadovoljiti
jednadzˇbu [14]:
〈ψG| i d
dt
− Hˆ |ψG〉 = 0
iz cˇega slijede jednadzˇbe za koeficijente:
i
d
dt
fni =
U
2
n (n− 1) fni − JΦ∗i
√
n+ 1fni+1 − JΦi
√
nfni−1
gdje je:
Φi =
∑
<i,j>
〈aj〉 =
∑
<i,j>
∑
nj
√
njf
∗
nj−1fnj
Pristup preko Gutzwillerove valne funkcije spada u teorije srednjeg polja i kao i os-
tale takve teorije ne daje pretjerano dobru procjenu tocˇke faznog prijelaza. Isto tako,
Gutzwillerov pristup ne funkcionira dobro za srednje vrijednosti omjera U/J te ne
obuhvac´a korelacije izmedu razlicˇitih cˇvorova. Medutim, moguc´e je napraviti po-
boljˇsanja Gutzwillerovog pristupa kada on daje bolje rezultate te je opc´enito koristan
za stjecanje uvida u rezˇime kada egzaktna numericˇka rjesˇenja nisu lako ostvariva
[14, 7].
3.4 Harmonicˇka aproksimacija
Wannierove funkcije, koje opisuju cˇestice lokalizirane na cˇvorovima opticˇke resˇetke,
za najnizˇu energijsku vrpcu pokazuju veliko preklapanje s valnom funkcijom osnov-
nog stanja harmonicˇkog oscilatora cˇak i za relativno plitke potencijale [4]. Zbog
toga se mozˇe promotriti granica u kojoj se potencijal resˇetke oko x = 0 aproksimira
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potencijalom harmonicˇkog oscilatora:
VL(x) = V0 sin
2 (kLx) ≈ m
2
ω2x2, ω2 =
2k2L
m
V0
Valna funkcija osnovnog stanja harmonicˇkog oscilatora je dana izrazom [2, 16]:
ψ0 =
(mω
pi~
)1/4
e−x
2/2b2 , b =
√
~
mω
(3.21)
Koristec´i valnu funkciju (3.21) moguc´e je izracˇunati parametre Bose-Hubbardovog
modela u harmonicˇkoj aproksimaciji (izrazi (3.14) i (3.15)). Za parametar interak-
cije se dobiva:
U =
4pi~2as
m
∫
dx|ψ0 (x)|4 = 4ω~as
∫
e−2(
x
b )
2
dx = 4ω~as
√
pib2
2
= ER
8as
kL
√
pi
2
(
V0
ER
)1/4
gdje je ER = ~2pi2/2ma2 karakteristicˇna energija za resˇetku s razmacima izmedu
cˇvorova jednakim a. Za izracˇun koeficijenta preskakanja mozˇemo se posluzˇiti valnom
funkcijom (3.21) i originalnim potencijalom resˇetke VL = V0 sin2 (kLx). Za dva cˇvora,
jedan na koordinati x1 = na i drugi na x2 = la, koeficijent preskakanja je dan sa:
J =
∫
dxw∗0(x− x1)
(
− ~
2
2m
∂2
∂x2
+ V0sin
2(kLx)
)
w0(x− x2)
=
1√
pib
∫
e−(x−na)
2/2b2
(
− ~
2
2m
∂2
∂x2
+ V0sin
2(kLx)
)
e−(x−la)
2/2b2dx
=
1√
pib
∫
e−(x−na)
2/2b2
[
− ~
2
2m
(
(x− la)2
b4
− 1
b2
)
+ V0sin
2(kLx)
]
e−(x−la)
2/2b2dx
Ako se za polozˇaj drugog cˇvora uzme l = n ± Ra, gdje R oznacˇava broj cˇvorova za
koliko su cˇvorovi x1 i x2 udaljeni, mogu se pojedini cˇlanovi pojednostaviti:
(x− na)2 + (x− la)2 = 2
[(
x− a
(
n± R
2
))2
+
1
4
R2a2
]
(x− la)2 =
(
x− a
(
n± R
2
))2
±Ra
(
x− a
(
n± R
2
))
+
1
4
R2a2
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Za kineticˇki dio integrala se dobiva:
− ~
2
2mb
√
pi
∫
e−
1
b2
(x−a(n±R2 ))
2
e−
a2R2
4b2
[
1
b4
(
x− a
(
n± R
2
))2
+
a2R2
4
± a
(
x− a
(
n± R
2
))
− 1
b2
]
=− ~
2
2mb
√
pi
e−
a2R2
4b2
[
1
2b4
√
pib6 +
a2R2
4b4
√
pib2 − 1
b2
√
pib2
]
=− ER
pi2
e
−pi2R2
8
√
V0
ER
(
V0pi
4R2
4ER
−
√
V0pi4
4ER
)
Potencijal resˇetke se mozˇe zapisati kao VL(x) = V0 (1− cos(2kLx)) /2 pa za potenci-
jalni dio integrala slijedi:
V0
2b
√
pi
∫
e−
1
b2
(x−a(n±R2 ))
2
e−
a2R2
4b2 (1− cos(2kLx)) dx =
=
V0
2b
√
pi
√
pib2e−
a2R2
4b2 − V0
2b
√
pi
Re
[∫
e−
1
b2
(x−a(n±R2 ))
2
e−
a2R2
4b2 e−i2kLxdx
]
=
V0
2b
√
pi
√
pib2e−
a2R2
4b2 − V0
2b
√
pi
Re
[
e−
a2R2
4b2 e−i2kLa(n±
R
2
)
∫
e−
x2
b2 e−i2kLxdx
]
U gornjem izrazu se pojavljuje Fourierov transformat Gaussijana cˇiji je rezultat poznat
[1]. Uzimanjem realnog dijela integrala dobiva se predznak cos(2kLa(n±R/2)) = ∓1
jer je kL valni vektor laserskih zraka koje imaju dvostruko vec´u valnu duljinu od
potencijala opticˇke resˇetke. Negativni predznak se odnosi na neparni R, odnosno
neparnu udaljenost cˇvorova dok je pozitivni predznak za parni R. Sveukupno za
koeficijent preskakanja u harmonicˇkoj aproksimaciji se dobiva:
J
ER
= − 1
pi2
e
−pi2R2
8
√
V0
ER
(
V0pi
4R2
4ER
−
√
V0pi4
4ER
)
+
V0
2ER
e
−pi2R2
8
√
V0
ER
(
1± e−
√
ER
V0
)
(3.22)
3.5 Parametar preskakanja
U Bose-Hubbardovom modelu parametar preskakanja izmedu cˇvorova i vrpci je dan
izrazom [14]:
Jn,m (~xi, ~xj) =
∫
d3xw∗n (~x− ~xi)
(
− ~
2
2m
∇2 + V (~x)
)
wm (~x− ~xj)
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Parametar preskakanja opisuje vjerojatnost tuneliranja i u Bose-Hubbardovom mo-
delu se obicˇno uzimaju u obzir samo tuneliranja izmedu najblizˇih susjeda. Za pe-
riodicˇki potencijal rjesˇenja Schro¨dingerove jednadzˇbe su Blochove funkcije pa se za
parametar preskakanja dobiva:
Jn,m (~xi, ~xj) = 〈wn (~x− ~xi)| Hˆ |wm (~x− ~xj)〉 = 1
M
∑
~k,~k′
ei
~k·~xie−i
~k′· ~xj
〈
φn,~k
∣∣∣ Hˆ ∣∣∣φm,~k′〉
=
1
M
∑
~k,~k′
ei
~k·~xie−i
~k′· ~xj
〈
φn,~k
∣∣∣Em,~k′ ∣∣∣φm,~k′〉 = 1M ∑
~k,~k′
ei
~k·~xie−i
~k′· ~xjEm,~k′δn,mδ~k,~k′
=
1
M
∑
~k
ei
~k·~aEn,~k =
1
M
∑
~k
eikx·axeiky ·ayeikz ·az
(
Enx,kx + Eny ,ky + Enz ,kz
)
=
1
M
∑
~k
cos (kxax) cos (kyay) cos (kzaz)
(
Enx,kx + Eny ,ky + Enz ,kz
)
(3.23)
gdje je ~a = ~xi − ~xj. Cˇlanovi u sumi s sin(kiai) iˇscˇezavaju zato jer je prva Brillounova
zona definirana simetricˇno oko nule. U 1D slucˇaju parametar preskakanja se svodi
na:
J =
1
M
∑
k
cos (Rka)En,k
gdje je R broj cˇvorova izmedu kojih nas zanima iznos parametra preskakanja.
Parametar preskakanja za neku vrpcu n je moguc´e dobiti promotri li se isti Ha-
miltonijan u formalizmu druge kvantizacije:
Hˆ =
∑
i,j,n
Jn (~xi − ~xj) aˆ†i,naˆj,n
gdje operator aˆ†i,n (aˆi,n) stvara (poniˇstava) cˇesticu u n-toj vrpci na lokaciji ~xi. Dijago-
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naliziramo li Hamiltonijan dobivamo [4]:
〈
φn,~k
∣∣∣ Hˆ ∣∣∣φn,~k〉 = En (~k)
=
1
M
∫
d~x
∑
i
w∗n (~x− ~xi) e−i~k·~xi
∑
l,l′ ,m
Jm (~xl − ~xl′ ) aˆ†l,maˆl′ ,m
∑
j
wn (~x− ~xj) ei~k·~xj
=
1
M
∫
d~x
∑
i
w∗n (~x− ~xi) e−i~k·~xi
∑
l,l′
Jn (~xl − ~xl′ )wn (~x− ~xl) ei
~k·~x
l
′
=
1
M
∑
l,l′
Jn (~xl − ~xl′ ) ei
~k·(~x
l
′−~xl)
=
∑
~R
Jn(~R)e
i~k·~R
(3.24)
gdje su ~R udaljenosti izmedu cˇvorova. Parametri preskakanja se dobiju rjesˇavanjem
sustava jednadzˇbi Ax = b gdje su u vektor x spremljeni parametri preskakivanja
izmedu razlicˇitih cˇvorova, a u vektor b Blochove energije koje ovise o valnom vek-
toru.
U slucˇaju da je potencijal opticˇke resˇetke dan s V (x) = V0 cos (kx) Schro¨dinge-
rova jednadzˇba poprima oblik Mathieuove jednadzˇbe i parametar preskakanja se tada
mozˇe priblizˇno dobiti iz sˇirine najnizˇe energijske vrpce [7, 4]:
J
ER
=
4√
pi
(
V0
ER
)3/4
exp
[
−2
(
V0
ER
)1/2]
(3.25)
3.6 Bogoljubovljeva aproksimacija
Bogoljubovljeva transformacija omoguc´uje priblizˇnu dijagonalizaciju nekih Hamilto-
nijana medu koje spada i onaj Bose-Hubbardovog modela. Promotrimo li plin intera-
girajuc´ih bozona, Hamiltonijan je dan sa [9, 7]:
Hˆ =
∑
p
εpb
†
pbp +
U
2V
∑
p1,p2,p3,p4
b†p1b
†
p2
bp3bp4δp1+p2,p3+p4
gdje je εp = p
2
2m
energija bozona, a V volumen sistema. U sistemu se ukupno nalazi
N cˇestica dok ih N0 ima kolicˇinu gibanja p = 0 te vrijedi N − N0  N . S obzirom
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(a) (b)
Slika 3.2: Parametar preskakanja za cˇetiri najnizˇe energijske vrpce u jedinicama
ER = ~2pi2/2ma2 zajedno s harmonicˇkom aproksimacijom (izraz (3.22)) za potencijal
V (x) = V0 sin
2(kx). (a) Izmedu prvih susjeda. (b) Izmedu drugih susjeda. Parametri
su dobiveni iz izraza (3.23).
(a) (b)
Slika 3.3: Parametar preskakanja za cˇetiri najnizˇe energijske vrpce u jedinicama
ER = ~2pi2/2ma2 zajedno s harmonicˇkom aproksimacijom (izraz (3.22)) za potencijal
V (x) = V0 sin
2(kx). (a) Izmedu prvih susjeda. (b) Izmedu drugih susjeda. Parametri
su dobiveni rjesˇavanjem sustava jednadzˇbi (3.24). Vidljivo je da su rezultati isti kao
i na slici 3.2.
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Slika 3.4: Parametar preskakanja izmedu prvih susjeda za cˇetiri najnizˇe energijske
vrpce u jedinicama ER = ~2pi2/2ma2 za potencijal V (x) = V0 cos(kx). Crnom crtka-
nom linijom je prikazan parametar preskakanja za najnizˇu vrpcu prema jednadzˇbi
(3.25).
na to moguc´e je napraviti zamjenu b†0, b0 →
√
N0, i u Hamiltonijanu zadrzˇati cˇlanove
reda N0 i N20 [9]:
Hint =
U
2V
[
b†0b
†
0b0b0 +
∑
p′
(
2b†pb
†
0bpb0 + 2b
†
−pb
†
0b−pb0 + b
†
pb
†
−pb0b0 + b
†
0b
†
0bpb−p
)]
=
U
2V
[
N20 + 2N0
∑
p′
(
b†pbp + b
†
−pb−p
)
+N0
∑
p′
(
b†pb
†
−p + bpb−p
)]
gdje p′ oznacˇava sumu po p 6= 0. Operator broja cˇestica je dan izrazom:
Nˆ = N0 +
1
2
∑
p′
(
b†pbp + b
†
−pb−p
)
Eliminira li se N0 uz N =
〈
Nˆ
〉
i zadrzˇe li se cˇlanovi reda N2 i N dobiva se konacˇni
Hamiltonijan:
Hˆ =
UN2
2V
+
1
2
∑
p′
[
(εp + nU)
(
b†pbp + b
†
−pb−p
)
+ nU
(
b†pb
†
−p + bpb−p
)]
(3.26)
gdje je n = N/V . Hamiltonijan (3.26) mozˇemo pokusˇati dijagonalizirati uvodenjem
novih operatora dizanja i spusˇtanja [9, 7, 14]:
bp = upαp − vpα†−p, b†p = upα†p − vpα−p
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Ovim operatorima dizanja i spusˇtanja nametnemo iste komutacijske relacije:
[
αp, α
†
p′
]
= δpp′ , [αp′ , αp] =
[
α†p′ , α
†
p
]
= 0
sˇto je zadovoljeno ako vrijedi:
u2p − v2p = 1 (3.27)
za svaki p. Zamjenom starih operatora dizanja i spusˇtanja s novima dobiva se tran-
sformirani Hamiltonijan:
H =
UN2
2V
+
∑
p′
[
(εp + nU) v
2
p − nUupvp
]
+
1
2
∑
p′
{[
(εp + nU)
(
u2p + v
2
p
)− 2nUupvp] (α†pαp + α†−pα−p)}
+
1
2
∑
p′
{[
nU
(
u2p + v
2
p
)− 2upvp (εp + nU)] (α†pα†−p + αpα−p)}
Jednadzˇba (3.27) postavlja samo jedan uvjet na koeficijente up i vp. S obzirom na
to moguc´e je izabrati njihov omjer te to cˇinimo tako da zadnji cˇlan u Hamiltonijanu
iˇscˇezne [9]:
nU
(
u2p + v
2
p
)
= 2upvp (εp + nU)
Hamiltonijan tada postaje dijagonalan u bazi svojstvenih stanja operatora α†pαp. Ko-
eficijenti se mogu zapisati kao:
up = cosh (φp) , vp = sinh (φp) , tanh (2φp) =
nU
εp + nU
Rjesˇavanjem uz upotrebu poznatih relacija izmedu hiperbolnih funkcija dobiva se:
v2p =
1
2
(
εp + nU
Ep
− 1
)
, u2p =
1
2
(
εp + nU
Ep
+ 1
)
gdje je uvedena zamjena Ep =
[
(εp + nU)
2 − (nU)2]1/2. Hamiltonijan je tada dan sa:
H =
UN2
2V
+
1
2
∑
p′
(Ep − εp + nU) + 1
2
∑
p′
Ep
(
α†pαp + α
†
−pα−p
)
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Operatori α†pαp imaju svojstvene vrijednosti 0, 1, 2, ... Zbog toga u osnovnom stanju
|ψG〉 mora vrijediti αp |ψG〉 = 0, za p 6= 0. Energija osnovnog stanja je dana sa [9]:
E = 〈ψG|H |ψG〉 = UN
2
2V
+
1
2
∑
p′
(Ep − εp + nU)
3.7 Gross-Pitaevskii jednadzˇba
Za plin interagirajuc´ih bozona u vanjskom potencijalu Hamiltonijan u formalizmu
druge kvantizacije je dan s izrazom [22, 20, 7]:
Hˆ =
1
2m
∫
d3r |∇aˆ (~r)|2 +
∫
d3rV (~r, t) aˆ† (~r) aˆ (~r) +
U
2
∫
d3raˆ† (~r) aˆ† (~r) aˆ (~r) aˆ (~r)− µ
∫
d3raˆ† (~r) aˆ (~r)
Uz upotrebu komutacijskih relacija za operatore dizanja i spusˇtanja:
[
aˆ† (~r) , aˆ† (~r′)
]
= [aˆ (~r) , aˆ (~r′)] = 0,
[
aˆ (~r) , aˆ† (~r′)
]
= δ (~r − ~r′)
Heisenbergova jednadzˇba za operator aˆ (~r, t) glasi:
i
∂aˆ (~r, t)
∂t
=
[
aˆ (~r, t) , Hˆ
]
= − 1
2m
∇2aˆ (~r, t) + V (~r, t) aˆ (~r, t) + Uaˆ† (~r, t) aˆ (~r, t) aˆ (~r, t)− µaˆ (~r, t)
Zamijenimo li operator aˆ (~r, t) s njegovom ocˇekivanom vrijednosti φ = 〈aˆ (~r, t)〉 dobi-
vamo jednadzˇbu [7]:
i
∂φ (~r, t)
∂t
= − 1
2m
∇2φ (~r, t) + V (~r, t)φ (~r, t) + Uφ† (~r, t)φ (~r, t)φ (~r, t)− µφ (~r, t)
Gornja jednadzˇba se naziva Gross-Pitaevskii jednadzˇba. U slucˇaju da je V (~r, t) = 0
jednadzˇba ima rjesˇenje φ =
√
n0e
iθ s time da faza θ mozˇe biti proizvoljna. Promo-
trimo li rjesˇenje jednadzˇbe φ0 =
√
n0 i male fluktuacije oko toga stanja φ = φ0 + δφ
dobivamo jednadzˇbe gibanja:
iδφ˙ = − 1
2m
∇2δφ+ Un0 (δφ+ δφ∗)
−iδφ˙∗ = − 1
2m
∇2δφ∗ + Un0 (δφ+ δφ∗)
(3.28)
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gdje su zadrzˇani samo cˇlanovi linearni u fluktuaciji. Uvedemo li zamjene [7]:
δn =
√
n0 (δφ+ δφ
∗)
δθ =
1
2i
√
n0
(δφ− δφ∗)
i uvrstimo ih u jednadzˇbu (3.28) dobivamo:
δn˙ = −n0
m
∇2δθ
δθ˙ =
1
4mn0
∇2δn− Uδn
Kombiniranjem zadnje dvije jednadzˇbe dobiva se:
δθ¨ =
(
Un0 − ∇
2
4m
) ∇2
m
δθ
Pretpostavi li se rjesˇenje oblika δθ ∼ e− i~ (px−Et) dobiva se ista disperzijska relacija kao
i u Bogoljubovljevoj aproksimaciji:
E =
√
p2
2m
(
p2
2m
+ 2Un0
)
Gross-Pitaevskii jednadzˇba vrijedi u uvjetima kada je parametar uredenja razlicˇit od
nule, odnosno izvan faze Mottovog izolatora i mozˇe opisivati sustave u prisutnosti i
bez vanjskog potencijala.
3.8 Hardcore bozoni
Kada interakcija izmedu bozona u resˇetci postane jako velika, U →∞, oni se pocˇinju
ponasˇati kao neprobojne cˇestice koje se nazivaju hardcore bozoni (HCB). Rezˇim HCB
se takoder naziva i rezˇimom Tonks-Girardeauovog (TG) plina i takav sustav posje-
duje mnoge slicˇnosti sa sustavom neinteragirajuc´ih fermiona spina S = 0 na koji se
onda mozˇe i mapirati. Velicˇine kao sˇto su energija i raspodjela gustoc´e su iste za
oba sustava dok su primjerice jednocˇesticˇne korelacije i funkcija raspodjele kolicˇine
gibanja razlicˇite [18, 19, 12, 5].
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Hamiltonijan u HCB rezˇimu se mozˇe zapisati kao:
H = −J
∑
<i,j>
a†iaj + V0
∑
i
x2ini
gdje suma u prvom cˇlanu kao i prije ukljucˇuje prve susjede, a drugi cˇlan predstavlja
harmonicˇku klopku s polozˇajima cˇvorova xi = ia. Interakcijski cˇlan je izostavljen
te se zbog beskonacˇnog medudjelovanja izmedu cˇestica formulira kao uvjet da na
svakom cˇvoru mozˇemo imati najviˇse jednu cˇesticu. Ovo nazivamo fermionizacija
sustava bozona koja relacije za operatore stvaranja i poniˇstenja bozona mijenja, ali
ne postaju sasvim identicˇne onima za fermione vec´ poprimaju sljedec´i oblik:
a†i
2
= ai
2 = 0,
{
ai, a
†
i
}
= 1,
[
ai, a
†
j
]
= 0 (3.29)
gdje zadnja relacija u (3.29) vrijedi samo za i 6= j dok je za i = j zadana znacˇajkom
da se na jednom cˇvoru mozˇe nalaziti najviˇse jedna cˇestica. Mapiranje HCB Hamiltoni-
jana na onaj neinteragirajuc´ih fermiona spina 0 se izvodi pomoc´u Jordan-Wignerove
transformacije [18, 12]:
a†i = f
†
i
i−1∏
β=1
e−ipif
†
βfβ , ai =
i−1∏
β=1
eipif
†
βfβfi
cˇime Hamiltonijan postaje:
HF = −J
∑
<i,j>
f †i fj + V0
∑
i
x2in
f
i (3.30)
gdje su f †i (fi) operatori stvaranja (poniˇstenja) fermiona spina 0, a n
f
i je operator
broja fermiona na cˇvoru i. Greenova funkcija za HCB je dana izrazom:
Gij(t) = 〈ψB(t)| aia†j |ψB(t)〉 = 〈ψF (t)|
i−1∏
β=1
eipif
†
βfβfif
†
j
j−1∏
γ=1
e−ipif
†
γfγ |ψF (t)〉 (3.31)
gdje je |ψB(t)〉 HCB valna funkcija koja ovisi o vremenu t, a |ψF (t)〉 je valna funkcija
neinteragirajuc´ih fermiona. Evolucija valne funkcije u vremenu je dana izrazom:
|ψF (t)〉 = e− i~HF t |ψF (0)〉 =
Nf∏
δ=1
N∑
σ=1
Pσδ(t)f
†
σ |0〉
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gdje jeNf broj fermiona, odnosno bozonaNb u HCB rezˇimu, N broj cˇvorova u resˇetci,
a P (t) matrica koja opisuje razvoj valne funkcije u vremenu. Djelovanje operatora
a†j = f
†
j
∏j−1
β=1 e
−ipif†βfβ na valnu funkciju |ψF (t)〉 u izrazu (3.31) rezultira promje-
nom predznaka elemenata matrice Pσδ(t) za σ ≤ j − 1 i stvaranjem dodatne cˇestice
na cˇvoru j sˇto odgovara dodavanju josˇ jednog stupca u matricu P (t) s elementom
PjNf+1(t) = 1 i ostalim elementima u stupcu jednakim nuli. Analogno se dobije za
djelovanje operatora ai =
∏i−1
β=1 e
ipif†βfβfi na lijevo pa za Greenovu funkciju u HCB
rezˇimu slijedi [18, 19, 12]:
Gij(t) = 〈0|
Nf+1∏
δ=1
N∑
β=1
P ′Aβδ (t)fβ
Nf+1∏
σ=1
N∑
γ=1
P ′Bγσ (t)f
†
γ |0〉
= det
[(
P ′A(t)
)†
P ′B(t)
] (3.32)
gdje su P ′A(t) i P ′B(t) nove izmijenjene matrice dobivene djelovanjem operatora
ai i a
†
j na valne funkcije. Posljednja jednakost u izrazu (3.32) slijedi zato jer se u
Greenovoj funkciji pojavljuju cˇlanovi tipa:
〈0| fβ1 · · · fβNf+1f †γNf+1 · · · f
†
γ1
|0〉 = λ1···λNf+1δβ1γλ1 · · · δβNf+1δγNf+1
gdje je λ1···λNf+1 Levi-Civita simbol u Nf+1 dimenziji, a indeksi λi imaju vrijednosti
od 1 do Nf+1. Gornja jednakost slijedi zato jer se zamjenom dva fermiona mijenja
predznak valne funkcije. Iz Greenove funkcije Gij(t) moguc´e je dobiti jednocˇesticˇnu
matricu gustoc´e ρij(t) koja je definirana kao:
ρij(t) = 〈ψB(t)| a†iaj |ψB(t)〉 = Gji(t) + δij [1− 2Gii(t)] (3.33)
Pomoc´u matrice gustoc´e moguc´e je dalje izracˇunati dvije velicˇine koje su znacˇajne u
eksperimentima, funkciju raspodjele kolicˇine gibanja nk i prirodne orbitale φη. Ras-
podjela kolicˇine gibanja je dana s [18, 14]:
nk(t) =
a
ζ
∑
jl
e−ik(j−l)ρjl(t), ζ =
√
J
V0
Prirodne orbitale predstavljaju efektivna jednocˇesticˇna stanja i definirane su kao vlas-
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tite funkcije od ρij [18, 12]:
M∑
j=1
ρij(t)φ
η
j (t) = λη(t)φ
η
i (t)
gdje je λη zauzec´e prirodne orbitale φη.
Elementi matrice gustoc´e ρij(t) predstavljaju korelacije izmedu cˇvorova i i j u
resˇetci. Opc´enito je jednocˇesticˇna korelacijska funkcija definirana na nacˇin:
ρ(x, y) =
∫
dx1dx2 . . . dxN−1ψ∗ (x1, x2, . . . , xN−1, x)ψ (x1, x2, . . . , xN−1, y)
U slucˇaju fermiona moguc´e je eksplicitno izracˇunati korelacijsku funkciju iskoristi li
se raspis valne funkcije (3.5):
ρ(x, y) =
1
N !
∫
dx1 . . . dxN−1
∑
p
(−1)pψ∗p1 (x1) . . . ψ∗pN (x)
∑
q
(−1)qψq1 (x1) . . . ψqN (y)
=
1
N
∑
i
ψ∗i (x)ψi(y)
gdje je iskoriˇstena cˇinjenica da su jednocˇesticˇne valne funkcije ortonormirane pa
prezˇivljavaju samo cˇlanovi s istim permutacijama iz obe sume. U konacˇnom izrazu
suma ide po svim jednocˇesticˇnim kvantnim stanjima. Identicˇan izraz se dobije i u
impulsnoj reprezentaciji:
ρ (kx, ky) =
1
N
∑
i
ψ∗i (kx)ψi (ky)
U slucˇaju HCB bozona nije moguc´e dobiti eksplicitan oblik za korelacijsku funkciju na
isti nacˇin kao i za fermione zato jer su fermionska i HCB valna funkcija povezane iz-
razom ψB (x1, x2, ..., xN) = |ψF (x1, x2, ..., xN)|. U slucˇaju HCB bozona za korelacijsku
funkciju se dobiva:
ρ(x, y) =
∞∑
i=1
λiψ
∗
i (x)ψi(y)
gdje su ψi prirodne orbitale, a λi njihovo zauzec´e. Iako je gustoc´a cˇestica za fermi-
one i HCB bozone ista, nedijagonalni elementi matrice ρij(t) se razlikuju za ta dva
slucˇaja. Za fermione vlastita stanja Hamiltonijana i matrice ρij(t) su ista te su to
efektivne jednocˇesticˇne funkcije (prirodne orbitale) koje se mogu eksperimentalno
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uocˇiti. Kod HCB bozona Hamiltonijan koji se koristi za opis i evoluciju sistema je isti
kao i fermionski (izraz (3.30)), ali njegova vlastita stanja ne predstavljaju stvarna
mjerljiva stanja bozona vec´ se ona dobivaju dijagonalizacijom matrice gustoc´e ρij(t).
U eksperimentu se cˇestice obicˇno prvo zarobe s harmonicˇkom klopkom te se po-
tom na sustav nametne potencijal opticˇke resˇetke [18]. Na slici 3.5 su prikazane
raspodjele3 gustoc´e cˇestica i kolicˇine gibanja za sustav koji je prvotno zarobljen har-
Slika 3.5: Gornji dio slike prikazuje harmonicˇki potencijal V (x) = V0x2 s V0 = 0.01,
raspodjelu gustoc´e cˇestica i ocˇekivani polozˇaj cˇestica 〈x(t)〉 za broj cˇvorova M = 64
i broj cˇestica N = 11 u pocˇetnom trenutku τ = t · ER/~ = 0. Na donjoj slici su
prikazane raspodjele kolicˇine gibanja za neinteragirajuc´e fermione nF i HCB bozone
nk. Parametar preskakanja izmedu cˇvorova je J = 0.252.
monicˇkom klopkom te su cˇestice stavljene u najnizˇa energijska stanja Hamiltonijana.
Gustoc´a cˇestica u prostoru je ocˇekivano simetricˇna i najvec´a je oko minimuma poten-
cijala. Raspodjele kolicˇine gibanja za fermione i bozone se, kao sˇto je i najavljeno,
razlikuju. Cˇestice nemaju pocˇetnu kolicˇinu gibanja, odnosno, preferirani smjer kre-
tanja te je raspodjela centrirana oko k = 0 gdje poprima i najvec´u vrijednost. Pusti li
se sistem da evoluira u vremenu (slika 3.6) cˇestice ravnomjerno putuju u oba smjera
opticˇke resˇetke sˇto je vidljivo u razmazanosti raspodjele gustoc´e cˇestica te u raspo-
djeli kolicˇine gibanja gdje se formiraju dva simetricˇna vrha. S daljnjim protokom
3Odabere li se da se parametri Hamiltonijana U i J , a time i energija E mjere u jedinicama ER =
~2pi2/2ma2, tada se vrijeme mozˇe mjeriti u bezdimenzionalnim jedinicama τ = t · ER/~. U slucˇaju
atoma 87Rb i valne duljine lasera λ = 1064nm vrijedi τ ≈ 12741 · t.
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vremena prostorna raspodjela cˇestica i raspodjela kolicˇine gibanja HCB bozona se
dodatno razmazuju zbog sˇirenja cˇestica preko cijele resˇetke i ne zauzimaju nikakav
trajan i specificˇan oblik. Zanimljivo je za primijetiti da se fermionska raspodjela
kolicˇine gibanja ne mijenja u vremenu sˇto je posljedica toga da je fermionski sustav
neinteragirajuc´i sˇto utjecˇe na to da se raspodjela ne mijenja.
Zˇeli li se u pocˇetnom trenutku postic´i usmjereno gibanje cˇestica potrebno je valne
funkcije modificirati na nacˇin:
|ψi〉 =
M∑
j=1
∣∣ψji 〉 → |ψi〉 = M∑
j=1
eikxj
∣∣ψji 〉
gdje je |ψi〉 jednocˇesticˇna valna funkcija, M broj cˇvorova,
∣∣ψji 〉 komponente valne
funkcije, k pocˇetna kolicˇina gibanja koja se zada cˇesticama, a xj koordinate cˇvorova.
Slika 3.7 prikazuje cˇestice koje su prvotno uhvac´ene u harmonicˇku klopku te im je
dana kolicˇina gibanja k = pi
2
sˇto rezultira pomicanjem pocˇetnog vrha u raspodjeli na
tu vrijednost kolicˇine gibanja. Za razliku od slucˇaja kada cˇestice nisu imale zadanu
pocˇetnu kolicˇinu gibanja, ocˇekivana vrijednost polozˇaja cˇestica 〈x(t)〉 se sada mijenja
s vremenom i u pocˇetku se pomicˇe u smjeru zadane kolicˇine gibanja. Kada dodu do
ruba sustava cˇestice se reflektiraju nazad i s njima ocˇekivana vrijednost 〈x(t)〉 jer sus-
tav u ovom slucˇaju nije zatvoren u prsten, odnosno ne postoji moguc´nost tuneliranja
izmedu prvog i posljednjeg cˇvora. Tada i vrh u raspodjeli HCB bozona nestaje i ras-
podjela se kao i prije razmazˇe. Raspodjela kolicˇine gibanja fermiona u slucˇaju zadane
pocˇetne kolicˇine gibanja cˇestica zadrzˇava isti oblik samo je vrh raspodjele pomaknut
na vrijednost zadane kolicˇine gibanja te se kao i prije raspodjela kolicˇine gibanja ne
mijenja u vremenu.
Takoder se mozˇe promotriti situacija u kojoj su cˇestice prvotno stavljene u Foc-
kova stanja na rub resˇetke te su pusˇtene da nalijec´u na potencijalnu barijeru oko
sredine resˇetke. Raspodjela gustoc´e cˇestica tada zorno prikazuje proces refleksije i
tuneliranja cˇestica kroz barijeru; za visoke barijere sve cˇestice se reflektiraju i vrac´aju
u smjeru iz kojeg su dosˇle, a za niske barijere gotovo sve cˇestice uspijevaju tuneli-
rati dok su za srednje visoke barijere prisutna oba procesa. Neovisno o matematicˇki
zadanom pocˇetnom impulsu cˇestica raspodjela kolicˇine gibanja i fermiona i HCB bo-
zona je u trenutku t = 0 potpuno razmazana i za fermione ostaje takva za svaki
t. Razlog tome je potpuna odredenost polozˇaja cˇestica u pocˇetnom trenutku jer su
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Slika 3.6: Gornji dio slike prikazuje harmonicˇki potencijal V (x) = V0x2 s V0 = 0.01,
raspodjelu gustoc´e cˇestica i ocˇekivani polozˇaj cˇestica 〈x(t)〉 za broj cˇvorova M = 64
i broj cˇestica N = 11 u trenutku τ = 30.0. Na donjoj slici su prikazane raspodjele
kolicˇine gibanja za neinteragirajuc´e fermione nF i HCB bozone nk. Parametar pre-
skakanja izmedu cˇvorova je J = 0.252.
stavljene u Fockova stanja, sˇto rezultira potpunom neodredenosˇc´u kolicˇine gibanja
cˇestica. U raspodjeli kolicˇine gibanja HCB bozona se potom pojavljuje vrh na vri-
jednosti kolicˇine gibanja k = pi
2
koji je prisutan sve dok cˇestice ne stignu do barijere
nakon cˇega se raspodjela razmazˇe. Osim visine barijere za tuneliranje je bitna i sˇirina
barijere, gdje je vjerojatnost tuneliranja vec´a za uzˇe barijere. Na slikama 3.9, 3.10 i
3.11 je prikazana vremenska evolucija sustava M = 64 cˇvora i N = 11 cˇestica koje
se prvotno nalaze u Fockovim stanjima na lijevom kraju resˇetke. Srediˇsnja barijera je
dana izrazom V (x) = V0 za −4 ≤ x ≤ 4 gdje je V0 = 0.3 i omoguc´ene su i refleksija i
transmisija cˇestica.
Na slikama 3.8 i 3.12 su prikazane popunjenosti prirodnih orbitala za razlicˇite
vremenske trenutke i evolucija popunjenosti najnizˇe prirodne orbitale u vremenu.
Slika 3.8 prikazuje evoluciju popunjenosti za sustav bozona koji su prvotno stavljeni
u harmonicˇku klopku u najnizˇa energijska stanja bez pocˇetnog impulsa (slike 3.5 i
3.6). Mozˇe se vidjeti da HCB bozoni najviˇse zauzimaju najnizˇa stanja i da zauzec´e λ
pada prema nuli za viˇsa stanja. U slucˇaju fermiona zauzete su samo najnizˇe prirodne
orbitale u broju jednakom broju cˇestica Nf i njihova popunjenost se ne mijenja u
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Slika 3.7: Gornji dio slike prikazuje harmonicˇki potencijal V (x) = V0x2 s V0 = 0.01,
raspodjelu gustoc´e cˇestica i ocˇekivani polozˇaj cˇestica 〈x(t)〉 za broj cˇvorova M = 64
i broj cˇestica N = 11 u trenutku τ = 25.8. Na donjoj slici su prikazane raspodjele
kolicˇine gibanja za neinteragirajuc´e fermione nF i HCB bozone nk za slucˇaj kada im
je dan pocˇetni impuls k = pi
2
. Parametar preskakanja izmedu cˇvorova je J = 0.252.
vremenu.
Slika 3.12 prikazuje evoluciju popunjenosti prirodnih orbitala za sustav HCB bo-
zona koji su u pocˇetnom trenutku stavljeni u Fockova stanja na rubu resˇetke te su
pusˇteni propagirati se niz resˇetku sa potencijalnom barijerom na sredini (slike 3.9,
3.10, 3.11). U ovom slucˇaju bozoni u pocˇetnom trenutku zauzimaju samo najnizˇe
prirodne orbitale (njih Nb) sˇto je ponasˇanje tipicˇno za Mottov izolator [18]. Poslije
se raspodjela mijenja i poprima slicˇan oblik kao i u prosˇlom primjeru.
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(a) (b)
Slika 3.8: Na slici (a) su s η oznacˇene prirodne orbitale, a s λ njihova popunjenost
te je ona prikazana za nekoliko vremenskih trenutaka τ = t · ER/~ za sistem sa slika
3.5 i 3.6. Na slici (b) je prikazana ovisnost popunjenosti najnizˇe prirodne orbitale λ0
o vremenu τ za isti sistem.
Slika 3.9: Gornji dio slike prikazuje potencijalnu barijeru, raspodjelu gustoc´e cˇestica
i ocˇekivani polozˇaj cˇestica 〈x(t)〉 za broj cˇvorova M = 64 i broj cˇestica N = 11 u
trenutku τ = 0 gdje su cˇestice pocˇetno stavljene u Fockova stanja. Na donjoj slici su
prikazane raspodjele kolicˇine gibanja za neinteragirajuc´e fermione nF i HCB bozone
nk gdje se vidi potpuna neodredenost raspodjela. Parametar preskakanja izmedu
cˇvorova je J = 0.252.
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Slika 3.10: Gornji dio slike prikazuje potencijalnu barijeru, raspodjelu gustoc´e cˇestica
i ocˇekivani polozˇaj cˇestica 〈x(t)〉 za broj cˇvorova M = 64 i broj cˇestica N = 11 u
trenutku τ = 27.3 gdje su cˇestice pocˇetno stavljene u Fockova stanja. Na donjoj
slici su prikazane raspodjele kolicˇine gibanja za neinteragirajuc´e fermione nF i HCB
bozone nk. Parametar preskakanja izmedu cˇvorova je J = 0.252.
4 Numericˇko rjesˇavanje Bose-Hubbardovog modela
4.1 Egzaktna dijagonalizacija modela
U Bose-Hubbardovom modelu Hamiltonijan s fiksnim brojem cˇestica (za razliku od
(3.12)) je dan s izrazom (isto kao i (2.1) uz ogranicˇenje tuneliranja samo na prve
susjede):
Hˆ = −J
∑
<i,j>
(a†iaj + a
†
jai) +
U
2
M∑
i=1
nˆi(nˆi − 1) (4.1)
gdje su a†i (ai) operatori stvaranja (poniˇstenja) cˇestica na lokaciji i, a nˆi = a
†
iai ope-
rator broja koji daje broj cˇestica na lokaciji i. Prvi cˇlan u Hamiltonijanu je kineticˇki
dio (Hˆkin) i opisuje preskakanje cˇestica izmedu susjednih cˇvorova (suma ide samo
po prvim susjedima). Drugi cˇlan je interakcijski dio (Hˆint) i u njemu je uzeto u ob-
zir medudjelovanje svih parova cˇestica na svakom cˇvoru. Za vrijednosti parametra
U > 0 medudjelovanje je odbojno, dok je za U < 0 privlacˇno [23].
Hamiltonijan Hˆ posjeduje U(1) simetriju koja je povezana s ocˇuvanjem ukup-
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Slika 3.11: Gornji dio slike prikazuje potencijalnu barijeru, raspodjelu gustoc´e cˇestica
i ocˇekivani polozˇaj cˇestica 〈x(t)〉 za broj cˇvorova M = 64 i broj cˇestica N = 11 u
trenutku τ = 119.4 gdje su cˇestice pocˇetno stavljene u Fockova stanja. Na donjoj
slici su prikazane raspodjele kolicˇine gibanja za neinteragirajuc´e fermione nF i HCB
bozone nk. Parametar preskakanja izmedu cˇvorova je J = 0.252.
nog broja cˇestica u sistemu, Nˆ =
∑M
i=1 nˆi. Osim toga, Hamiltonijan je invarijan-
tan na transformacije (a†i , ai) → (a†ieiθ, aie−iθ) = eiNˆθ(a†i , ai)e−iNˆθ. Ako vrijede peri-
odicˇni rubni uvjeti, tada je Hamiltonijan invarijantan i na transformaciju (a†i , ai) →
(a†i+1, ai+1) koju generira operator ukupne kvazi kolicˇine gibanja sistema:
Kˆ =
M−1∑
q=0
(
2piq
M
)
b†qbq
te vrijedi e−iKˆ(a†i , ai)e
iKˆ = (a†i+1, ai+1). Operator b
†
q stvara cˇesticu kvazi kolicˇine giba-
nja (2piq/M) i dan je s izrazom:
b†q =
1√
M
M∑
j=1
ei(j2piq/M)a†j
Hamiltonijan zapisan preko (b†q, bq) glasi [23, 7]:
Hˆ = −2J
M−1∑
q=0
cos
(
2piq
M
)
b†qbq +
U
2M
M−1∑
q1,q2=0
M−1∑
q3,q4=0
b†q1b
†
q2
bq3bq4δq1+q2,q3+q4 (4.2)
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(a) (b)
Slika 3.12: Na Slici (a) su s η oznacˇene prirodne orbitale, a s λ njihova popunjenost
te je ona prikazana za nekoliko vremenskih trenutaka τ = t · ER/~ za sistem sa slika
3.9, 3.10 i 3.11. Na Slici (b) je prikazana ovisnost popunjenosti najnizˇe prirodne
orbitale λ0 o vremenu τ za isti sistem.
Mozˇe se pokazati da je Hamiltonijan dan izrazom (4.2) ekvivalentan onom iz izraza
(4.1). Prvi cˇlan u izrazu (4.2) se mozˇe zapisati kao:
−2J
M−1∑
q=0
cos
(
2piq
M
)
1
M
M∑
j=1
ei(2piqj/M)a†j
M∑
l=1
e−i(2piql/M)al
Raspiˇse li se eix = cos(x) + i sin(x), u gornjem izrazu se pojavljuje suma:
M−1∑
q=0
cos
(
2piq
M
)[
cos
(
2piq
M
(j − l)
)
+ i sin
(
2piq
M
(l − j)
)]
Iskoriste li se izrazi za sume (i, j ∈ Z):
M−1∑
n=0
sin
(
2pin
M
i
)
sin
(
2pin
M
j
)
=
M
2
δi,j − M
2
δi,−j
M−1∑
n=0
cos
(
2pin
M
i
)
cos
(
2pin
M
j
)
=
M
2
δi,j +
M
2
δi,−j
M−1∑
n=0
sin
(
2pin
M
i
)
cos
(
2pin
M
j
)
= 0
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ukupno za prvi cˇlan slijedi:
−J
M∑
j=1
a†j
M∑
l=1
al (δ1,j−l + δ1,l−j) = −J
M∑
j=1
(
a†jaj−1 + a
†
jaj+1
)
sˇto je ekvivalentno prvom cˇlanu u izrazu (4.1). Za drugi cˇlan nakon raspisa slijedi:
U
2M3
∑
q1,q2
∑
q3,q4
∑
j1,j2
∑
j3,j4
ei(2piq1j1/M)a†j1e
i(2piq2j2/M)a†j2e
i(−2piq3j3/M)aj3e
i(−2piq4j4/M)aj4δq1+q2,q3+q4
Zbog Kroneckerove funkcije mozˇe se izraziti jedan od gornjih indeksa preko ostalih,
npr. q4 = q1 + q2− q3. Tada se pojavljuju sume koje je moguc´e rijesˇiti pomoc´u izraza:
M−1∑
q=0
ei(2piqj/M)e−i(2piql/M) = Mδj,l
Za drugi cˇlan u Hamiltonijanu slijedi:
U
2M3
∑
j1,j2
∑
j3,j4
M3a†j1a
†
j2
aj3aj4δj1,j4δj2,j4δj3,j4 =
U
2
M∑
j=1
a†ja
†
jajaj
Za operatore dizanja i spusˇtanja vrijedi komutacijska relacija
[
aj, a
†
j
]
= 1 pa se do-
biva:
U
2
M∑
j=1
a†j
(
aja
†
j − 1
)
aj =
U
2
M∑
j=1
nˆj (nˆj − 1)
sˇto je jednako interakcijskom cˇlanu u jednadzˇbi (4.1). Hamiltonijan takoder po-
sjeduje refleksijsku simetriju, odnosno invarijantnost na transformaciju (a†i , ai) →
(a†M−i, aM−i). Refleksijska i translacijska simetrija zajedno cˇine DM simetriju, od-
nosno sustav se ponasˇa kao da su cˇvorovi ekvidistantno poredani po kruzˇnici. Sve
skupa Bose-Hubbardov model posjeduje U(1)⊗DM simetriju [23].
Ako sustav sadrzˇi M lokacija i N bozona tada je ukupni broj konfiguracija sustava
jednak:
D =
(N +M − 1)!
N !(M − 1)!
sˇto odgovara i dimenziji prostora stanja sustava. Za bazu sustava se mogu uzeti
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vektori {|n1, n2, ..., nM〉}, gdje ni odgovara broju bozona na lokaciji i te vrijedi:
nˆi |n1, n2, ..., nM〉 = ni |n1, n2, ..., nM〉 (4.3)
U ovoj bazi interakcijski cˇlan Hˆint je dijagonalan, dok kineticˇki cˇlan Hˆkin predstavlja
nedijagonalne elemente. Elementi Hamiltonijana se racˇunaju iz izraza:
Huv =
〈
u
∣∣∣Hˆ∣∣∣ v〉 (4.4)
Za dobivanje energija i svojstvenih vektora Hamiltonijan Hˆ je potrebno dijagonalizi-
rati, sˇto se u ovom slucˇaju radi numericˇki u programskom jeziku Python. Glavni pro-
blem kod racˇunanja Hamiltonijana je potrebna racˇunalna memorija koja, u slucˇaju
racˇunanja svih elemenata Hamiltonijana, raste sD2. S obzirom da je u jednom stupcu
najviˇse 2M + 1 elemenata Hamiltonijana razlicˇito od nule, pogodno bi bilo pronac´i
nacˇin kako racˇunati samo te elemente, a ostale automatski staviti da su nula. Interak-
cijski cˇlan odmah daje iznose svojih elemenata jer djelovanjem Hˆint na vektor |v〉 on
se ne mijenja vec´ biva samo pomnozˇen s nekim skalarom ovisno o zaposjednuc´ima
cˇvorova. Tada se mozˇe jednostavno napraviti skalarni umnozˇak izmedu vektora |v〉
i 〈u| koji daje 1 ako su vektori isti i 0 ako nisu. Djelovanjem Hˆkin na |v〉 dobiva se
kombinacija nekih drugih vektora pomnozˇenih s odgovarajuc´im skalarima koji po-
novo ovise o zaposjednuc´ima cˇvorova. Potrebno je znati koji su to vektori kako bi se
mogao napraviti skalarni umnozˇak s vektorom 〈u|. Vektori baze se nakon generira-
nja spremaju u matricu A dimenzija D×M , gdje svaki redak predstavlja vektor baze
definiran jednadzˇbom (4.3). Za razlikovanje vektora baze, umjesto usporedivanja
pojedinih elemenata vektora, definira se tagging funkcija koja je jedinstvena za svaki
vektor [23]:
T (v) ≡ T (Av1, Av2, ..., AvM)
Na taj nacˇin moguc´e je racˇunati skalarne umnosˇke izmedu vektora baze usporedivanjem
vrijednosti tagging funkcije za razlicˇite vektore. Za funkciju T (v) je bitno da je jedins-
tvena za svaki vektor i da po moguc´nosti ima sˇto jednostavniji oblik. Jedan moguc´i
izbor tagging funkcije je:
T (v) =
M∑
i=1
√
piAvi (4.5)
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gdje je pi i-ti prosti broj. Druge moguc´nosti tagging funkcija su primjerice T (v) =∑M
i=1(ln pi)Avi ili funkcija identicˇnog oblika kao ona u jednadzˇbi (4.5) samo uz pi =
100 ∗ i+ 3 [23].
S obzirom na veliki broj nul elemenata u Hamiltonijanu, potrebno je odrediti koji
se tocˇno vektori dobiju djelovanjem Hˆkin na |v〉. Tada se ti vektori, odnosno njihove
pozicije medu ostalim vektorima stanja pronadu te se tako zna koji su elementi Ha-
miltonijana razlicˇiti od 0. Vektori stanja se trazˇe tako da se u jednu listu spreme
tagovi svih vektora poredani po velicˇini. U Pythonu se lista mozˇe sotirati npr. nared-
bom:
Tsort = sorted(Tsort)
gdje je sada lista Tsort sortirana od najmanje do najvec´e vrijednosti. U drugu listu
ind se spreme pozicije vektora u cjelokupnoj bazi stanja te se ona sortira preko Tsort
tako da pozicija vektora s tagom Tsort[i] odgovara ind[i]. Tako se poznavanjem taga,
odnosno njegove pozicije u Tsort mozˇe odrediti pozicija njemu pripadajuc´eg vek-
tora medu vektorima stanja. Umjesto provjeravanja iznosa svakog elementa u Tsort
kod racˇunanja Hamiltonijana, za sˇto je u prosjeku potrebno D/2 pokusˇaja da bi se
pronasˇao odgovarajuc´i element, u sortiranom polju se mozˇe iskoristiti Newtonova
binarna metoda kod koje je potrebno maksimalno log2D pokusˇaja za pronalazˇenje
trazˇenog elementa, gdje je D dimenzija sistema i velicˇina liste Tsort [23]. Na slici 4.1
je prikazana popunjenost matrice Hamiltonijana za sustav M = 7, N = 6, D = 924,
gdje su tamnoplavim tocˇkama oznacˇeni elementi Hamiltonijana razlicˇiti od nule. Kao
sˇto je vidljivo, Hamiltonijan je rijetko popunjen i vec´ina elemenata je jednaka nuli.
4.2 Primjer za nekoliko vrijednosti M i N
U slucˇaju dvije cˇestice i tri cˇvora dimenzija prostora stanja je D = 6. Vektori koji
opisuju zauzec´e pojedinih stanja su dani u tablici 4.1. Vektori baze se opc´enito kons-
truiraju tako da se prvim vektorom proglasi vektor gdje su sve cˇestice na prvoj loka-
ciji. Potom se jedna cˇestica makne s prve lokacije te se promatraju sve kombinacije
pocˇevsˇi od polozˇaja te cˇestice na drugom cˇvoru pa sve do M-tog cˇvora. Zatim se s
prvog cˇvora makne josˇ jedna cˇestica te se ponovno promatraju sve kombinacije. Kada
se s prvog cˇvora maknu sve cˇestice postupak se ponavlja za drugi cˇvor i tako do kraja,
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Slika 4.1: Popunjenost Hamiltonijana za M = 7, N = 6, D = 924. Tamnoplavim
tocˇkama na odgovarajuc´im koordinatama u matrici su oznacˇeni elementi razlicˇiti od
nule. Broj elemenata razlicˇitih od nula je nz = 7392 i prosjecˇan broj elemenata
razlicˇitih od nule po stupcu je 8.
v n1 n2 n3
1 2 0 0
2 1 1 0
3 1 0 1
4 0 2 0
5 0 1 1
6 0 0 2
Tablica 4.1: Vektori baze za M = 3 i N = 2
odnosno D-tog vektora u bazi gdje su sve cˇestice na M-tom cˇvoru 4.
Posˇto je djelovanje Hamiltonijana na vektore baze iz tablice 4.1 poznato moguc´e
je konstruirati matricu Hamiltonijana gdje su elementi matrice dani izrazom (4.4).
Matrica se u Pythonu dijagonalizira naredbom:
w, v = eig (H)
gdje su u listu w dimenzije 1 ×D spremljene svojstvene energije sustava, a u stupce
matrice v dimenzije D × D svojstveni vektori. Svojstvene energije i vektori ovise o
4Za generiranje vektora baze u Pythonu koriˇsten je kod profesora Pedersena s MIT-a, ht-
tps://github.com/georglind/bosehubbard
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parametrima U i J u Hamiltonijanu. Na slici 4.2 dane su energije za sustav s M = 3 i
N = 2 za tri razlicˇite vrijednosti parametra U uz J = 1. Sa slike 4.2 se mozˇe primije-
titi degeneracija pojedinih svojstvenih energija koja je posljedica simetrije sustava5.
Slika 4.2: Svojstvene energije sustava za J = 1 i U = 1, 2, 10. Broj cˇvorova i cˇestica
je M = 3, N = 2.
Degeneracija se mozˇe ukloniti umetanjem potencijalne klopke u sustav koja je i pri-
sutna u realnim fizikalnim situacijama. Klopka mozˇe primjerice biti harmonicˇka:
Vˆ = V0
M∑
k=1
k2nˆk (4.6)
U eksperimentu klopka sluzˇi za pocˇetno zarobljavanje cˇestica nakon cˇega se na sustav
nametne periodicˇni potencijal opticˇke resˇetke. Na slici 4.3 su prikazane svojstvene
energije za isti sustav (J = 1; U = 1, 2, 10) uz dodanu klopku s parametrom V0 =
1, gdje se vidi da je degeneracija u ovom slucˇaju uklonjena. Nametanjem klopki
drugacˇijih oblika moguc´e je da se degeneracija ne ukloni.
Na slici 4.4 prikazane su svojstvene energije za slucˇaj N = 1 cˇestice na M = 50
cˇvorova sˇto odgovara Blochovom problemu razmatranom u potpoglavlju 2.2. Svoj-
stvene energije pokazuju slicˇno ponasˇanje kao u najnizˇoj vrpci na slici 2.4 sˇto je
i ocˇekivano. Degeneracija koja se pojavljuje u energijama je ekvivalentna onoj na
5Parametri Hamiltonijana se ponovno mogu izraziti u jedinicama ER = ~2pi2/2ma2 cˇime energija
postaje bezdimenzionalna.
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slici 2.4 i odgovara dvama zrcalnim iznosima kolicˇine gibanja. Mozˇe se napraviti
usporedba rezultata dobivenih ovim dvama metodama povezˇu li se parametar pre-
skakanja J i dubina potencijalne resˇetke V0 nekom od aproksimativnih metoda iz
potpoglavlja 3.4 i 3.5. Energije dobivene u ova dva slucˇaja nisu identicˇne, ali se razli-
kuju za neku konstantnu vrijednost, dok su sˇirine energijskih vrpci priblizˇno jednake
za svaku kombinaciju parametara J i V0.
U Fockovoj bazi za svako stanje broj cˇestica na cˇvorovima je definiran, medutim,
za svojstvena stanja postoje samo ocˇekivane vrijednosti broja cˇestica po cˇvoru. Ocˇekivana
vrijednost broja cˇestica za i-ti cˇvor u k-tom svojstvenom stanju |ψk〉 je:
〈ψk| nˆi |ψk〉 =
D∑
l=1
D∑
j=1
a∗lkajk l〈n1, ..., nM | nˆi |n1, ..., nM〉j =
D∑
j=1
|ajk|2 n(j)i (4.7)
gdje je n(j)i broj cˇestica na i-tom cˇvoru u j-tom stanju n-baze, a ajk = j〈n1, ..., nM |ψk〉
su koeficijenti razvoja svojstvenih stanja u Fockovoj bazi te ujedno i elementi matrice
koja dijagonalizira Hamiltonijan (k-ti stupac) iz Fockove baze. Kao i svojstvene ener-
gije, ocˇekivana vrijednost broja cˇestica po cˇvorovima je bez klopke degenerirana, dok
se dodavanjem klopke degeneracija micˇe (slika 4.6).
Slika 4.3: Svojstvene energije sustava za J = 1 i U = 1, 2, 10. U sustav je dodana
klopka iz jednadzˇbe s vrijednosti parametra V0 = 1 cˇime je uklonjena degeneracija
svojstvenih energija. Klopke mogu imati razlicˇite oblike i ne uklanjaju sve nuzˇno
degeneraciju.
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Slika 4.4: Svojstvene energije sustava M = 50, N = 1 za J = 1 i U = 1. Energije
pokazuju slicˇno ponasˇanje najnizˇoj vrpci sa slike 2.4 i posjeduju dvostruku degene-
raciju. Energija ne ovisi o parametru U jer ne postoji interakcija s drugim cˇesticama,
dok ovisi proporcionalno o parametru J .
Slika 4.5: Ocˇekivana vrijednost broja cˇestica po cˇvorovima 〈nˆi〉 za sustav M = 3,
N = 2 za svojstveno stanje |ψ2〉. Bez klopke u sustavu postoji degeneracija ocˇekivanih
vrijednosti.
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Slika 4.6: Ocˇekivana vrijednost broja cˇestica po cˇvorovima 〈nˆi〉 za sustav M = 3,
N = 2 za svojstveno stanje |ψ2〉. U sustav je dodana klopka prema jednadzˇbi (4.6) s
vrijednosti parametra V0 = 1 cˇime je uklonjena degeneracija ocˇekivanih vrijednosti.
Za ocˇekivane vrijednosti broja cˇestica po cˇvoru mora vrijediti:
M∑
i=1
〈nˆi〉 =
M∑
i=1
〈ψk| nˆi |ψk〉 = N
gdje je N ukupan broj cˇestica u sustavu. Treba rec´i da klopka mora biti asimetricˇna
kako bi se uklonila degeneracija, u slucˇaju da nije moguc´e je da neke svojstvene
energije budu degenerirane.
Ono sˇto se isto tako mozˇe promatrati je situacija u kojoj je sustav pripremljen u
nekom stanju Fockove baze, gdje nas zanima vjerojatnost nalazˇenja sustava u nekom
njegovom svojstvenom stanju u vremenu t. Opc´enito stanje |φ〉 se preko svojstvenih
stanja |ψk〉 izrazˇava na nacˇin [2]:
|φ〉 =
∑
k
ck (t) |ψk〉 =
∑
k
ck (0) e
− i~Ekt |ψk〉
gdje su Ek svojstvene energije sustava. Ako se sustav pocˇetno nalazi u stanju Fockove
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baze |n1, ..., nM〉j vjerojatnost nalazˇenja sustava u stanju |ψk〉 je:
∣∣∣〈ψk|n1, ..., nM〉j∣∣∣2 = |ck (0)|2 = |ajk|2
gdje su koeficijenti ajk isti kao u jednadzˇbi (4.7). Vjerojatnost nalazˇenja sustava u
nekom svojstvenom stanju |ψk〉 se ne mijenja u vremenu, odnosno ako sustav pocˇetno
nije sadrzˇavao primjesu stanja |ψk〉 nec´e se niti s vremenskom evolucijom moc´i nac´i
u tom stanju. Na slici 4.7 su prikazane vjerojatnosti zauzimanja svojstvenih stanja za
sustav M = 4, N = 4 koji se na pocˇetku nalazio u stanju |4, 0, 0, 0〉. Vjerojatnost je
Slika 4.7: Vjerojatnost zauzec´a pojedinih svojstvenih stanja za sustav M = 4, N =
4 koji se pocˇetno nalazio u stanju Fockove baze |4, 0, 0, 0〉. Vrijednosti parametara
sustava su U = 1, J = 1, V0 = 1. Vjerojatnosti su najvec´e za ona stanja koja imaju
raspodjelu 〈nˆi〉 slicˇnu raspodjeli pocˇetnog stanja.
najvec´a za ona svojstvena stanja koja imaju najslicˇniju raspodjelu 〈nˆi〉 pocˇetnom sta-
nju |4, 0, 0, 0〉. Na slici 4.9 su prikazane svojstvene energije za sustav M = 4, N = 4 s
klopkom gdje se vidi slicˇno ponasˇanje svojstvenih energija kao i za prije razmatrani
sustav s M = 3, N = 2. Raspodjela 〈nˆi〉 za svojstveno stanje s najvec´om vjerojatnosti
zauzec´a (sˇesti stupac na slici 4.7) za sustav koji se pocˇetno nalazio u stanju |4, 0, 0, 0〉
je prikazana na slici 4.11, te se vidi ”slicˇnost” rapodjele s pocˇetnim stanjem. Pusti li
se parametar klopke da divergira V0 → ±∞, dijagonalni elementi u Hamiltonijanu
64
(a) (b)
Slika 4.8: (a) Razmak izmedu najnizˇeg i prvog pobudenog stanja u ovisnosti o pa-
rametru V0 iz jednadzˇbe (4.6) za sustav M = 50, N = 1. (b) Isto za sustav M = 3,
N = 2.
prevladaju i Fockova stanja prakticˇki postaju svojstvenim stanjima Hamiltonijana. Na
slici 4.12 su za M = 4, N = 4 prikazane vjerojatnosti nalazˇenja sustava u svojstve-
nim stanjima za pocˇetno stanje |4, 0, 0, 0〉 te raspodjela 〈nˆi〉 za iznos parametra klopke
V0 = 100. Sustav ima gotovo stopostotnu vjerojatnost nalazˇenja u prvom svojstve-
nom stanju, koje ima gotovo identicˇnu raspodjelu 〈nˆi〉 kao i pocˇetno Fockovo stanje.
Ostala svojstvena stanja takoder po raspodjelama 〈nˆi〉 priblizˇno odgovaraju Fockovim
stanjima.
Slika 4.9: Svojstvene energije za sustav M = 4, N = 4. Vrijednosti parametara su
J = 1, V0 = 0, U = 1, 2, 10.
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Slika 4.10: Svojstvene energije za sustav M = 4, N = 4. Vrijednosti parametara su
J = 1, V0 = 1, U = 1, 2, 10. Vanjski potencijal ponovno uklanja degeneraciju.
Slika 4.11: Ocˇekivana vrijednost 〈nˆi〉 za sustav M = 4, N = 4 za svojstveno stanje
|ψ6〉. Parametri sustava su J = 1, U = 1, V0 = 1.
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(a) (b)
Slika 4.12: Pod (a) je prikazana vjerojatnost nalazˇenja sustava u svojstvenim stanjima
za M = 4, N = 4 i pocˇetno stanje |4, 0, 0, 0〉. Pod (b) je raspodjela 〈nˆi〉 za prvo i
najvjerojatnije zaposjednuto svojstveno stanje gdje se vidi da je raspodjela gotovo
ista kao ona za pocˇetno Fockovo stanje. Parametri sustava su U = 1, J = 1, V0 = 100.
4.3 Potencijal s dvostrukom jamom
Na bozone u opticˇkoj resˇetci mogu se nametnuti razni vanjski potencijali koji utjecˇu
na ponasˇanje sustava. Mozˇemo promotriti evoluciju u vremenu sustava koji se u
pocˇetku nalazio u nekom od Fockovih stanja i pratiti kako se mijenja ocˇekivana vri-
jednost broja cˇestica po cˇvorovima. Hamiltonijan sustava se konstruira na isti nacˇin
kao u odjeljku 4.1 kao i vektori baze. Ako se sustav u pocˇetku nalazio u stanju |ni(0)〉
njegova evolucija u vremenu je dana s :
|ni(t)〉 = e− i~ Hˆt |ni(0)〉 =
∑
j
aj(t) |nj(0)〉 (4.8)
gdje koeficijenti aj(t) opisuju evoluciju pocˇetnog stanja, a |nj(0)〉 su Fockova stanja.
Ocˇekivani broj cˇestica na nekom cˇvoru je dan sa:
〈ni(t)| nˆk |ni(t)〉 =
∑
j
∑
l
a∗j(t)al(t) 〈nj(0)| nˆk |nl(0)〉 =
∑
j
|aj(t)|2 nk(j)
gdje je nk(j) broj cˇestica na k-tom cˇvoru u j-tom Fockovom stanju. Jedan moguc´i
oblik potencijala s dvostrukom jamom je (slika 4.13):
V (x) = A0
(
A1x
4 − x2) = a0x4 − a1x2 (4.9)
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sˇto u drugoj kvantizaciji daje operator potencijalne energije:
Vˆ =
∑
k
A0
(
A1x
4
k − x2k
)
nˆk (4.10)
Bose-Hubbardov Hamiltonijan definiran jednadzˇbom (4.1) je translacijski invarijan-
tan, odnosno ne mijenja se na zamjenu (ai, a
†
i ) → (ai+1, a†i+1) ako vrijede periodicˇni
rubni uvjeti. Nametanjem vanjskog potencijala tipa (4.10) gubi se translacijska inva-
rijantnost jer cˇvorovi u sustavu viˇse nisu ekvivalentni. Pod periodicˇne rubne uvjete se
podrazumijeva i moguc´nost preskakanja cˇestica izmedu prvog i M-tog cˇvora, no, pos-
tave li se velike potencijalne barijere na rubove sustava cˇestice u sustavu se nec´e viˇse
ponasˇati kao da su postavljene u ”prsten” vec´ kao da su postavljene duzˇ linije i nec´e
moc´i preskakati izmedu prvog i zadnjeg cˇvora. U Hamiltonijanu to odgovara pos-
tavljanju parametra preskakanja J izmedu tih cˇvorova na nulu. Mozˇemo promotriti
Slika 4.13: Na slici je ilustrativno prikazan vanjski potencijal dan s jednadzˇbom (4.9)
zajedno s cˇesticama smjesˇtenim u potencijalnim jamama. Polozˇaji cˇvorova su izrazˇeni
u jedinicama konstante resˇetke a. Povec´anjem srediˇsnje barijere znatno se smanjuje
vjerojatnost nalazˇenja cˇestica na tom podrucˇju te tuneliranja iz jedne jame u drugu.
vremensku evoluciju sistema za tri razlicˇita rezˇima; mala barijera, srednja barijera
i vrlo velika barijera, za nekoliko vremenskih trenutaka. Na slici 4.14 je prikazana
raspodjela ocˇekivanog broja cˇestica po cˇvorovima 〈nˆi〉 (t) za cˇetiri razlicˇita vremen-
ska trenutka za parametre potencijala A0 = 0.5 i A1 = 0.2. Broj cˇvorova u sustavu je
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M = 5, a cˇestica N = 4 i sustav je pripremljen tako da su u pocˇetnom trenutku sve
cˇestice bile na prvom cˇvoru, odnosno sustav je bio u Fockovom stanju |4, 0, 0, 0, 0〉.
S obzirom da je barijera u ovom slucˇaju niska cˇestice mogu lako tunelirati iz jedne
jame u drugu, a postoji i velika vjerojatnost da se cˇestice nadu na cˇvoru gdje je poten-
cijalna barijera najvec´a. Povec´anjem barijere, odnosno udubljenjem jama tuneliranje
se smanjuje i cˇestice imaju vec´u vjerojatnost zauzimanja cˇvorova jame iz koje su
krenuli. Na slici 4.15 je prikazana raspodjela 〈nˆi〉 (t) za iste vremenske trenutke i
pocˇetne uvjete kao i na Slici 4.14 te se vidi smanjeno tuneliranje i zauzec´e cˇvorova
druge jame nego za nisku barijeru. Parametri potencijala su A0 = 4 i A1 = 0.2 u
ovom slucˇaju. Za jako visoke barijere (A0 = 30 i A1 = 0.2, slika 4.16) cˇestice koje su
u pocˇetnom trenutku bile zarobljene u nekoj potencijalnoj jami ne mogu tunelirati iz
nje i raspodjela 〈nˆi〉 (t) oscilira izmedu cˇvorova te jame. Rezultati ova tri rezˇima su
usporedeni za jednake ostale parametre sustava (U i J). Povec´anjem parametra pre-
skakanja J primjerice, raste i vjerojatnost tuneliranja cˇestica i prijelaz izmedu jama
mozˇe postati moguc´ i za velike potencijalne barijere.
4.4 Vremenski promjenjivi potencijal
U slucˇaju da je potencijal u kojem se nalaze cˇestice vremenski promjenjiv sustav
nije moguc´e vremenski evoluirati na nacˇin dan s jednadzˇbom (4.8). Promotrimo li
Schro¨dingerovu jednadzˇbu za BH model s vremenski ovisnim potencijalom:
i~
∂
∂t
|ψ(t)〉 = HˆBH(t) |ψ(t)〉
mozˇemo napraviti podjelu vremenskog intervala na kojem zˇelimo evoluirati valnu
funkciju ∆t = (t− t0)/n, gdje je t0 pocˇetni, a t konacˇni vremenski trenutak, dok je n
broj vremenskih trenutaka u intervalu. Vremenska evolucija izmedu dva vremenska
trenutka t2 − t1 = ∆t za dovoljno mali ∆t je tada dana sa [8]:
|ψ(t2)〉 = e−iH∆t |ψ(t1)〉 = U(t+ ∆t, t) |ψ(t1)〉 (4.11)
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(a) (b)
(c) (d)
Slika 4.14: Raspodjela 〈nˆi〉 (t) za sustav M = 5, N = 4 koji se pocˇetno nalazio u
Fockovom stanju |4, 0, 0, 0, 0〉. Parametri vanjskog potencijala su A0 = 0.5 i A1 = 0.2.
Vremenski trenuci na slikama su (a) τ = 1, (b) τ = 3, (c) τ = 5, (d) τ = 8.
70
(a) (b)
(c) (d)
Slika 4.15: Raspodjela 〈nˆi〉 (t) za sustav M = 5, N = 4 koji se pocˇetno nalazio u
Fockovom stanju |4, 0, 0, 0, 0〉. Parametri vanjskog potencijala su A0 = 4 i A1 = 0.2.
Vremenski trenuci na slikama su (a) τ = 1, (b) τ = 3, (c) τ = 5, (d) τ = 8.
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(a) (b)
(c) (d)
Slika 4.16: Raspodjela 〈nˆi〉 (t) za sustav M = 5, N = 4 koji se pocˇetno nalazio u
Fockovom stanju |4, 0, 0, 0, 0〉. Parametri vanjskog potencijala su A0 = 30 i A1 = 0.2.
Vremenski trenuci na slikama su (a) τ = 1, (b) τ = 3, (c) τ = 5, (d) τ = 8. Za jako
visoke barijere tuneliranje izmedu jama je gotovo zanemarivo
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gdje je Hamiltonijan potrebno izvrijedniti u trenutku t + ∆t/2. Operator vremenske
evolucije U(t+ ∆t, t) se za dovoljno mali ∆t mozˇe zapisati u Cayleyevoj formi:
U(t+ ∆t, t) =
exp
(−iH ∆t
2
)
exp
(
iH ∆t
2
) ≈ 1− i∆t2 H(t+ ∆t/2)
1 + i∆t
2
H(t+ ∆t/2)
gdje su zadrzˇana prva dva cˇlana u razvoju eksponencijalnih funkcija. Za vremensku
evoluciju valne funkcije tada slijedi [8]:
(
1 +
i∆t
2
H(t+ ∆t/2)
)
|ψ(t+ ∆t)〉 =
(
1− i∆t
2
H(t+ ∆t/2)
)
|ψ(t)〉 (4.12)
Oznacˇimo li s ~ψn valnu funkciju u vremenskom trenutku tn = t0 + n∆t, tada je valna
funkcija u trenutku tn+1 dana s:
~ψn+1 = D−12 D1 ~ψ
n (4.13)
gdje su uvedene matrice:
D1 =
(
1− i∆t
2
H
)
= (1− S) , D2 =
(
1 +
i∆t
2
H
)
= (1 + S)
i zamjena S = i∆t
2
H. Produkt matrica iz jednadzˇbe (4.13) se tada mozˇe zapisati na
nacˇin:
D−12 D1 = (1 + S)
−1 (1− S) = 2D−12 − 1
pa je za evoluciju valne funkcije dovoljno izracˇunati inverz matrice D2.
Gore diskutirani postupak se u slucˇaju bozona u opticˇkoj resˇetci mozˇe primijeniti
za razne vremenski ovisne potencijale. Mozˇemo ponovno kao primjer promotriti
potencijal s dvostrukom jamom i radi jednostavnosti uzeti da ima oblik pravokutne
barijere cˇija se visina mijenja u vremenu:
V (x, t) =
A(t), −xm ≤ x ≤ xm0, inacˇe
gdje je A(t) visina barijere, a xm oznacˇava granice intervala na kojem se nalazi bari-
jera. Hamiltonijan se konstruira na identicˇan nacˇin kao ranije samo se u svakom vre-
menskom koraku mijenja vanjski potencijal sˇto odgovara samo promjeni dijagonalnih
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(a) (b)
(c) (d)
Slika 4.17: Raspodjela 〈nˆi〉 (t) za sustav M = 6, N = 4 koji se pocˇetno nalazio u
Fockovom stanju |4, 0, 0, 0, 0, 0〉. Sustav se nalazi u vanjskom potencijalu pravokutne
barijere koja se nalazi na dva srediˇsnja cˇvora i ima oblik A(t) = 5 ∗ cos2(ωt). Slike (a)
i (b) prikazuju raspodjelu za trenutak τ = 5 za redom vremensku evoluciju dobivenu
jednadzˇbama (4.11) i (4.13), dok je na slikama (c) i (d) τ = 10.
elemenata Hamiltonijana. Na slici 4.17 je prikazana raspodjela 〈nˆi〉 (t) dobivena evo-
luiranjem valne funkcije preko jednadzˇbi (4.11) i (4.13) za dva razlicˇita konacˇna
trenutka. Mijenjanjem visine barijere u vremenu sustav prolazi kroz periode vec´eg
i manjeg transfera cˇestica izmedu jama gdje je transfer vec´i kada je barijera manja.
Na slici 4.17 je vidljivo da su raspodjele dobivene na dva nacˇina gotovo identicˇne
(koriˇsteno je ∆t = 0.005, razlika se javlja na trec´oj znacˇajnoj znamenci), sˇto je i
ocˇekivano dok god je ∆t dovoljno mali. Za sve dalje konacˇne vremenske trenutke t
preciznost ove metode se smanjuje pa je potrebno koristiti manji ∆t kako bi se do-
bili dobri rezultati. Vremenska ovisnost visine barijere koriˇstena u ovom slucˇaju je
A(t) = V0 cos
2(ω t), uz ω = 1, a barijera se nalazi na dva srediˇsnja cˇvora resˇetke6.
6Kao i prije vrijeme se mozˇe mjeriti u jedinicama τ = t·ER/~, dok se frekvencija mjeri u jedinicama
ω → ~ERω.
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Mozˇemo promotriti i ocˇekivanu raspodjelu cˇestica u sustavu za razlicˇite frekven-
cije osciliranja potencijalne barijere. Na slici 4.18 je prikazan sustav bozona sa M = 7
i N = 4 sa oscilirajuc´om barijerom na srediˇsnjem cˇvoru za cˇetiri razlicˇita vremenska
trenutka i tri razlicˇite frekvencije (ω = 1, 4, 8). Sustav je pocˇetno stavljen u Fockovo
stanje |4, 0, 0, 0, 0, 0, 0〉. S promjenom frekvencije barijere u sustavu se mozˇe primije-
titi razlika u transferu cˇestica kroz barijeru na drugu stranu sustava. Za najnizˇu frek-
venciju ω = 1 cˇestice najlaksˇe prolaze kroz barijeru, dok za najviˇsu u ovom slucˇaju
ω = 8 prolazak je jako malen. Najviˇsa frekvencija u ovom slucˇaju je odabrana kao
priblizˇno granicˇna frekvencija na kojoj transfer cˇestica iˇscˇezava, na sve viˇsim frekven-
cijama transfera prakticˇki nema. Ovaj princip kontroliranja transfera cˇestica se mozˇe
koristiti kao filter cˇestica u nekoj prakticˇnoj situaciji, gdje se mijenjanjem frekvencije
barijere poticˇe ili suzbija transfer cˇestica. Na slici 4.19 je prikazana vremenska ovis-
nost ukupnog ocˇekivanog broja cˇestica na cˇvorovima lijevo od barijere gdje se isto
tako mozˇe pratiti transfer cˇestica. Na slici se mozˇe ponovno uocˇiti povec´an transfer
cˇestica za nizˇe frekvencije i vrlo mali transfer cˇestica za najviˇsu frekvenciju. Treba
josˇ rec´i da su pri ovim frekvencijama barijere u promatranom vremensko intervalu
viˇse puta prolazile kroz razdoblja svoga minimuma sˇto je cˇesticama dalo dovoljno
moguc´nosti za transfer.
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(a) (b)
(c) (d)
Slika 4.18: Raspodjela 〈nˆi〉 (t) za sustav M = 7, N = 4 koji se pocˇetno nalazio u
Fockovom stanju |4, 0, 0, 0, 0, 0, 0〉 i za BH parametre U = 1, J = 1. Sustav se nalazi
u vanjskom potencijalu pravokutne barijere koja se nalazi na srediˇsnjem cˇvoru i ima
oblik A(t) = 20 ∗ cos2(ωt) te su prikazane raspodjele za tri razlicˇite frekvencije ω =
1, 4, 8 redom plavom, crvenom i zelenom bojom. Vremenski trenuci su (a) τ = 0.0,
(b) τ = 1.0, (c) τ = 5.0, (d) τ = 10.0.
76
Slika 4.19: Na slici je prikazana vremenska ovisnost ocˇekivanog ukupnog broja
cˇestica lijevo od barijere 〈nˆL〉 za sustav sa slike 4.18.
5 Zakljucˇak
U ovom radu razmatrana je kvantna mehanika viˇsecˇesticˇnih sistema na primjeru
Bose-Hubbardovog modela. Proucˇavane su metode konstruiranja baze viˇsecˇesticˇnog
sistema te racˇunanja Hamiltonijana sustava u odgovarajuc´oj bazi. Provedena je di-
jagonalizacija Hamiltonijana te je promatran energijski spektar, vjerojatnosti zapo-
sjednuc´a stanja, energijski procjepi i ocˇekivana raspodjela cˇestica u sistemu u ovis-
nosti o parametrima Hamiltonijana u ili bez prisutnosti vanjskog potencijala. Pro-
matrana je i dinamika sustava u prisustvu vanjskih potencijala koji su predstavljali
barijere u odredenom dijelu sustava za stalne i vremenski promjenjive barijere. U
tekstu je dan i osnovni opis opticˇkih resˇetki te fizike cˇestica zarobljenih u opticˇke
resˇetke. Isto tako, napravljen je i pregled formalizma druge kvantizacije koji pred-
stavlja efektan opis viˇsecˇesticˇnih sistema te je izveden Bose-Hubbardov model u tom
formalizmu. Za parametre BH modela se zadrzˇalo na pretpostavci kratkodosezˇnih
interakcija sˇto je uzelo u obzir samo interakcije izmedu cˇestica na istom cˇvoru te
na pretpostavci da je tuneliranje cˇestica moguc´e samo izmedu cˇvorova koji su prvi
susjedi. Razmatrana je i granica beskonacˇno jakih odbojnih interakcija izmedu bo-
zona kada se na jednom cˇvoru resˇetke mozˇe nalaziti najviˇse jedna cˇestica. Takav
sustav pokazuje mnoge slicˇnosti sa sustavom neinteragirajuc´ih fermiona te je prove-
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den postupak mapiranja jednog sustava na drugi. Promatrana je dinamika sustava
za nekoliko razlicˇitih nacˇina njegove pripreme te su diskutirane velicˇine od interesa
kao sˇto su raspodjela cˇestica, raspodjela kolicˇine gibanja i prirodne orbitale te je na-
pravljena usporedba izmedu bozonskog i fermionskog slucˇaja. Zakljucˇno, dinamika
kvantnih viˇsecˇesticˇnih sistema za sustave manje dimenzije prostora stanja se poka-
zuje dostupnom za racˇunanje i na racˇunalima manje snage te je zbog toga moguc´e
stec´i uvid u ponasˇanje kvantnih sistema bez upotrebe jakih racˇunala.
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Dodaci
Dodatak A Ocˇuvanje kvazi kolicˇine
gibanja u Bose-Hubbardovom modelu
U kvantnoj mehanici operatori ocˇuvanih velicˇina komutiraju s Hamiltonijanom Hˆ pa
je u slucˇaju kvazi kolicˇine gibanja potrebno pokazati:
[
Hˆ, Kˆ
]
= 0
Kvazi kolicˇina gibanja je dana izrazom:
Kˆ =
M−1∑
q=0
(
2piq
M
)
b†qbq
Hamiltonijan se takoder promatra u reprezentaciji kvazi kolicˇine gibanja:
Hˆ = −2J
M−1∑
q=0
cos
(
2piq
M
)
b†qbq +
U
2M
M−1∑
q1,q2=0
M−1∑
q3,q4=0
b†q1b
†
q2
bq3bq4δq1+q2,q3+q4
Nazovimo prvi cˇlan Hamiltonijana Hˆ1, a drugi cˇlan Hˆ2. Za Hˆ1 vrijedi:
[
Hˆ1, Kˆ
]
= −2J
M−1∑
q1=0
cos
(
2piq1
M
)
b†q1bq1
M−1∑
q2=0
(
2piq2
M
)
b†q2bq2
+ 2J
M−1∑
q2=0
(
2piq2
M
)
b†q2bq2
M−1∑
q1=0
cos
(
2piq1
M
)
b†q1bq1
= 0
Gornji izraz iˇscˇezava zbog komutacijskih relacija
[
bq1 , b
†
q2
]
= δq1q2, [bq1 , bq2 ] =
[
b†q1 , b
†
q2
]
=
0. Za drugi cˇlan Hamiltonijana slijedi:
[
Hˆ2, Kˆ
]
=
U
2M
M−1∑
q1,q2=0
M−1∑
q3,q4=0
b†q1b
†
q2
bq3bq4δq1+q2,q3+q4
M−1∑
q=0
(
2piq
M
)
b†qbq
− U
2M
M−1∑
q=0
(
2piq
M
)
b†qbq
U
2M
M−1∑
q1,q2=0
M−1∑
q3,q4=0
b†q1b
†
q2
bq3bq4δq1+q2,q3+q4
(A.1)
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S obzirom na δq1+q2,q3+q4 funkciju koja se pojavljuje u sumi postoje tri moguc´nosti;
indeksi {q1, q2, q3, q4} su svi jednaki, dva indeksa su jednaka, a dva razlicˇita i svi
indeksi su razlicˇiti. Kada su svi indeksi {q1, q2, q3, q4} jednaki u prvoj sumi se javlja
operator b†qb
†
qbqbqb
†
q′bq′. Za q 6= q′ operatori komutiraju pa se za iste kombinacije q i q′
cˇlanovi iz prve i druge sume krate. Za q = q′ se dobiva:
b†qb
†
qbqbqb
†
qbq = b
†
qnqbqnq =
(
nqb
†
q − b†q
)
bqnq = nqb
†
q (nqbq + bq)− b†qbqnq =
= nqb
†
qnqbq + nqnq − nqnq = nqb†qnqbq
I u ovom slucˇaju se cˇlanovi iz prve i druge sume krate. Kada su svi indeksi {q1, q2, q3, q4}
razlicˇiti u prvoj sumi ukupni operator je oblika b†q1b
†
q2
bq3bq4b
†
qbq. Za {q1, q2, q3, q4 6= q}
operatori komutiraju pa se cˇlanovi iz prve i druge sume krate. Kada je jedan indeks
jednak, npr. q4 = q dobiva se:
b†q1b
†
q2
bq3bqnq = nqb
†
q1
b†q2bq3bq + b
†
q1
b†q2bq3bq (A.2)
Prvi cˇlan u jednadzˇbi (A.2) se krati s odgovarajuc´im cˇlanom iz druge sume u jed-
nadzˇbi (A.1). Za drugi cˇlan iz (A.2) potrebno je pogledati situaciju:
b†qb
†
q2
bq3bq4nq = nqb
†
qb
†
q2
bq3bq4 − b†qb†q2bq3bq4 (A.3)
Prvi cˇlan iz (A.3) se krati s odgovarajuc´im cˇlanom iz druge sume u (A.1), dok se drugi
cˇlan krati s drugim cˇlanom u (A.2) za odgovarajuc´u kombinaciju indeksa. Zadnja
moguc´nost je da su dva indeksa iz {q1, q2, q3, q4} jednaka, na primjer:
b†q1b
†
q2
bqbqnq = 2b
†
q1
b†q2bqbq + nqb
†
q1
b†q2bqbq (A.4)
Za drugi cˇlan se odmah vidi da c´e se pokratiti. Za prvi cˇlan je potrebno promotriti:
b†qb
†
q2
bq′bq′nq = nqb
†
qb
†
q2
bq′bq′ − b†qb†q2bq′bq′
b†q1b
†
qbq′bq′nq = nqb
†
q1
b†qbq′bq′ − b†q1b†qbq′bq′
(A.5)
Dva druga cˇlana iz (A.5) c´e pokratiti prvi cˇlan iz (A.4), dok c´e prvi cˇlanovi odmah
biti pokrac´eni s odgovarajuc´im cˇlanovima iz druge sume u (A.1). Analogno bi se na-
pravilo i za kombinaciju indeksa b†qb
†
qbq3bq4nq. Mozˇe se josˇ promotriti operator oblika
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b†qb
†
q2
bqbq4nq. Analogno bi bilo da su jednaki indeksi na primjerice drugom i cˇetvrtom
mjestu pa ne treba posebno razmatrati tu kombinaciju. Vrijedi:
b†qb
†
q2
bqbq4nq = b
†
qb
†
q2
(bq + nqbq) bq4 = b
†
qb
†
q2
bqbq4 +
(
nqb
†
q − b†q
)
b†q2bqbq4
= nqb
†
qb
†
q2
bqbq4
Dobiveni cˇlan u gornjoj jednadzˇbi se sigurno krati cˇime su sve kombinacije indeksa
potrosˇene te je pokazano da vrijedi
[
Hˆ, Kˆ
]
= 0, odnosno kvazi kolicˇina gibanja je
ocˇuvana velicˇina.
Dodatak B Schro¨dingerova jednadzˇba s
vremenski ovisnim potencijalom
Ovdje je prezentirana metoda rjesˇavanja vremenski ovisne Schro¨dingerove jednadzˇbe
prema [8], slicˇno kao u potpoglavlju 4.4, ali za slucˇaj cˇestice ili valnog paketa u 1D.
Promotrimo li Schro¨dingerovu jednadzˇbu s vremenski ovisnim potencijalom:
i~
∂
∂t
ψ(x, t) = H(x, t)ψ(x, t), H(x, t) = − ~
2
2m
∂2
∂x2
+ V (x, t)
mozˇemo napraviti podjelu vremenskog intervala na kojem zˇelimo evoluirati valnu
funkciju ∆t = (t− t0)/n, gdje je t0 pocˇetni, a t konacˇni vremenski trenutak, dok je n
broj vremenskih trenutaka u intervalu. Vremenska evolucija izmedu dva vremenska
trenutka t2 − t1 = ∆t za dovoljno mali ∆t je tada dana sa [8]:
ψ(x, t2) = e
−iH∆tψ(x, t1) = U(t+ ∆t, t)ψ(x, t1) (B.1)
gdje je Hamiltonijan potrebno izvrijedniti u trenutku t + ∆t/2. Operator vremenske
evolucije U(t+ ∆t, t) se za dovoljno mali ∆t mozˇe zapisati u Cayleyevoj formi:
U(t+ ∆t, t) =
exp
(−iH ∆t
2
)
exp
(
iH ∆t
2
) ≈ 1− i∆t2 H(x, t+ ∆t/2)
1 + i∆t
2
H(x, t+ ∆t/2)
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gdje su zadrzˇana prva dva cˇlana u razvoju eksponencijalnih funkcija. Za vremensku
evoluciju valne funkcije tada slijedi [8]:
(
1 +
i∆t
2
H(x, t+ ∆t/2)
)
ψ(x, t+ ∆t) =
(
1− i∆t
2
H(x, t+ ∆t/2)
)
ψ(x, t) (B.2)
Prostorni interval na kojem se nalazi valna funkcija se isto tako podijeli na N diskret-
nih tocˇaka s razmacima ∆x = (xmax − xmin) /N , gdje su xmax i xmin granice intervala,
pa se valna funkcija mozˇe zapisati kao:
ψ (x, tn) =
N∑
j=1
ψnj χj
gdje je ψnj = ψ (xj, tn) vrijednost valne funkcije na poziciji xj u trenutku tn = t0+n∆t,
a χj je baza na resˇetci i vrijedi:
χj =
1, xj −
1
2
∆x ≤ x ≤ xj + 12∆x
0, inacˇe
Valna funkcija se za male razmake na resˇetci ∆x mozˇe razviti u red [16]:
ψ(x+ ∆x) = ψ(x) +
∂ψ(x)
∂x
∆x+
1
2
∂2ψ(x)
∂x2
(∆x)2 + . . .
ψ(x−∆x) = ψ(x)− ∂ψ(x)
∂x
∆x+
1
2
∂2ψ(x)
∂x2
(∆x)2 + . . .
(B.3)
Oduzimanjem dviju jednakosti iz izraza (B.3) dobiva se:
∂ψ(x)
∂x
=
ψ(x+ ∆x)− ψ(x−∆x)
2∆x
dok se zbrajanjem dobiva;
∂2ψ(x)
∂x2
=
ψ(x+ ∆x) + ψ(x−∆x)− 2ψ(x)
(∆x)2
Za djelovanje operatora iz jednadzˇbe (B.2) stoga slijedi:
(
1± i∆t
2
H(x, t+ ∆t/2)
)
ψ (xj, tn) ' ψnj ±
i~2∆t
2m
(
−ψj+1 − 2ψ
n
j + ψ
n
j−1
2 (∆x)2
+ V nj ψ
n
j
)
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gdje je V nj = V (xj, tn + ∆t/2). Zapiˇse li se valna funkcija u trenutku tn na nacˇin
~ψn =
(
ψn1 , . . . , ψ
n
j , . . . , ψ
n
N
)
, za vremensku evoluciju valne funkcije slijedi:
~ψn+1 = D−12 D1 ~ψn (B.4)
gdje su uvedene matrice:
D1 =
(
1− i∆t
2
H
)
= (1− S) , D2 =
(
1 +
i∆t
2
H
)
= (1 + S)
i zamjena S = i∆t
2
H. Produkt matrica iz jednadzˇbe (B.4) se tada mozˇe zapisati na
nacˇin:
D−12 D1 = (1 + S)
−1 (1− S) = 2D−12 − 1
pa je za evoluciju valne funkcije dovoljno izracˇunati inverz matrice D2. Za valnu
funkciju na resˇetci s N diskretnih intervala matrice D1 i D2 su dimenzije N × N i
imaju oblik [8]:
D1 =

γ1 α
α γ2 α
α γ3 α
. . . . . . . . .
α γN−1 α
α γN

, D2 =

ξ1 −α
−α ξ2 −α
−α ξ3 −α
. . . . . . . . .
−α ξN−1 −α
−α ξN

gdje su:
α =
i~2∆t
4m (∆x)2
, γj = 1− βj, ξj = 1 + βj, βj = i~
2∆t
2m
(
1
(∆x)2
+ V nj
)
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